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EMPIRICKY PRISTUP A JEHO POSTAVENIE
V EXPERIMENTALNOM MODELOVANI

AN EMPIRICAL APPROACH AND ITS POSITION
IN EXPERIMENTAL MODELING

Peter TREBUNA

Abstract

An empirical approach is based on analysis and evaluation of generalizations of positive and
negative experiences of practice. In literature it is usually presented by the representatives of
the major points of view empiricist relating to the management of each site. Most
representatives of the empirical approach seek to draw on the study of management practices
specific recommendations for management action.
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Uvod
Empiricky pristup Kk zostrojeniu modelu je nevyhnutny vtedy ak uz pozname dominantné
premenné ovplyviiujlice proces, ale nepozname model procesu.
N4jdenie empirického modelu predpoklada [1,6]:

e vyber vhodného modelu,

e vykonanie experimentu k ziskaniu potrebnych udajov a informacii,

e aproximacia modelu, t. j. vyc¢islenie koeficientov modelu,

e overenie vysledku.
Model méze byt linearny alebo nelinearny vzhl'adom ku koeficientom modelu. VSeobecny
tvar linearneho modelu s nezavislou premennou je:

n =IBO' fO(X)+ﬁl'fl(X)+""+ﬁn'fn(x)1

kde g, st koeficienty modelu a f,(x) su zname funkcie pricomi=1,2, ..., n.

Linearny model
Linearizaciou modelu rozumieme postup, ktorym sa nelinearny model matematickymi
upravami pretransformuje na linearny model.

Linearizovany model nie je ekvivalentny s povodnym nelinearnym modelom ak sa
transformuje nelinearnou transformaciou zavisle premennej. Ak tudaje (X,Y,) popisuju

proces, potom moézeme urCit tvar zavislosti y= f(x), pre ktory tato zavislost’ nie je

zavislostou funkénou (ako v matematike) s pravdepodobnostou p=1 ale funkciou vol'nejSou,
kdeO<p<1.

Neexistuje univerzalny sposob najdenia vhodného typu regresnej funkcie ale vo vicSine
pripadov sa vyuzivaju:
e skusenosti a znalosti skimaného procesu,
e vynesenie bodov do grafov a vyber podl'a katalogu kriviek,
e inych pomocnych kritérii.
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Linearny model tvaru 77 = £, + £,.X

sa vyznacuje tym, ze derivacia ™ je konStantna, ¢o sa vyuziva k ndjdeniu vhodného tvaru
X

regresnej funkcie.
Predpokladajme, ze v modeli = 3, + X
e pre kazdu pevnu hodnotu x; maji hodnoty y, normalne rozdelenie (pozri obr.1),

e kazdé z tychto rozdeleni ma tiez rozptyl o, tzn. D( Y, | X; ) =0o?,
e priemerné hodnoty tychto rozdeleni spiiaju vztah E( ﬂ X; ) =n, =B+ X,

e rozne merané veliiny Y, su na sebe nezavislé.
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Obr. 1 KonStantny rozptyl meranych veli¢in

l

Model mozno zapisat’ v tvare:
yi =G+ X +e,
kde e, je tzv. nahodna chyba, pri ktorej plati: E(e)=0,D(g)=E (eiz) =c’,E (eiej ) =0 pre
i# j. Koeficienty f,,f nepozname ale mozeme ich odhadnut’ metéodou najmensich
Stvorcov, teda z podmienky minimalizécie vyrazu:

n _ 2 n — 2
Q= Z(yi _77i) P; :Z P; (yi -5 _ﬂlxi) ’
i=1 i=1
kde p, je pocet opakovanych merani na irovni X; a n je celkovy pocet Grovni merani [2].
Celkovy pocet merani je vSak Z p; -
i=1
Odhady vSetkych veli¢in budeme oznaCovat’ strieSkou, tzn. S =b,, 5, =Db,.
Na nasledujucom obr.2 su pre lepsiu predstavu znazornené dve priamky, a to graf modelu

(77 =pf,+ ﬂlx) a graf toho, Co skutocne vypocitame (y =b, + b1x> Naviac st tam tieto body:
[xi, yij]- jedno z merani na urovni X;, 1< j<p,

|:Xi , YIJ - priemerna hodnota Yy na Grovni X

[Xi VY ] - odhad hodnoty y, na trovni X,
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[%.,77,]- stredna hodnota hodnoty y, pre x =X,
Linearny model 7=/, + X sa vacSinou zapisuje v tvare n= 4, +f, (X —)_() , nakol’ko

odhady b,,b, koeficientov g3,, f, mozno ziskat’ bez nutnosti rieSenia ststavy rovnic. Aby vyraz

Q mal minimalnu hodnotu, musi platit’ @ =0, @ =0, teda
0 1
_22 pi [Yi_ﬂo _ﬁ1<xi _)_()} =0,
i=1

—22‘ D [Yi—ﬁo A% —>‘<)}(xi -X)=0.

[x,y;l
XY
— A[x.Y]
" : i %,y
vy yn
>T _ ximl
)
N=PotPx
y=b,+b,x

X ) 4
—
X

Obr.2 Graf modelov dvoch priamok

Ak zamenime koeficientom 3, 5, ich odhady, potom po uprave dostaneme tzv.

normalne rovnice (s vynechané séitacie indexy pre i=1az n):

> pyi=b> p+b> p(x-x)
> Py (% =x)=b, > py (% —x)+b > pi(% —>_<)2.
Do P

Ked'ze pre x = - ,je

Zpi
Zpi(Xi_i):zpixi _72 P; :Zpixi_ﬁz pixiz P; :Zpixi _Z pix =0,

Z normalnych rovnic je mozné priamo vypocitat’:

_Zn:piyi Zn:pi(xi—i)
Bo=by==—=Y, pfi=b === -
Z Pi Z pi”(xi _K)

Analyza rozptylu, oznaCovana taktiez ako ANOVA (Analysis of variance), sa vo
vSeobecnosti pouziva bud’ ako samostatna technika alebo ako postup umoziujuci analyzu
zdrojov variability v linearnych statickych modeloch. V d’alSom budeme analyzovat’ rozptyl,
aby sme ziskali informacie o zdrojoch variability empirického modelu. Pri analyze rozptylu
postupujeme tak, ze celkovl variabilitu vysledkov pokusov rozdelime na samostatné zlozky,
ktoré prislichaju skimanym c¢initelom. VSeobecne rozdelujeme pri€iny variability na dve
skupiny:
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. na pri¢iny, ktoré posobia systematicky, t.j. zmeny pri¢iny podmiefiuji relativne
pravidelné zmeny hodnot skiimaného c¢initel'a (znaku). Nazyvame ich faktory
variability,

. na priCiny, ktoré vyvolavaji zmeny skiumaného znaku nepravidelne, nédhodne.
Nazyvame ich nahodné vplyvy [3].

Sucet stvorcov na lavej strane (tzv. uplny sucet Stvorcov) udava mieru rozdielov medzi
experimentalnymi hodnotami a strednymi hodnotami premennej y pre dané hodnoty X, . Prvy
¢len sprava je sulet Stvorcov odchylok vo vnutri jednotlivych drovni X=X (tzv. sucet
Stvorcov chyb). Druhy c¢len predstavuje sucet Stvorcov odchylok od empirickej Kkrivky
(rezidudlny stcet Stvorcov). Treti, resp. Stvrty Clen, je sucet Stvorcov odchylok b, od j;,
resp. b, od f,.

Sucet stvorcov chyb sa da interpretovat’ ako miera experimentalnych chyb, ktorych sme
sa dopustili postupne pri jednotlivych meraniach na Grovni X, . Rezidudlny stcet Stvorcov je

mierou efektivnosti (adekvatnosti) linearneho modelu pre aproximaciu nameranych hodnot.
Pretoze

E(n—izz pi(yi _yi)zj:n—izE(Gzlz)Z nOLZE(;(Z):GZ,

je mozné velic¢inu s ° = nizn: (Vi -9 )2
- i=1

v 5 2 n2 2
povazovat za odhad rozptylu o°, tzn. 6° =5s,°.

1 n_ b 2.
- 2 o 2
Podobne veli¢ina s’ = n—ZZ(yij -y ) je odhad rozptylu o°.
Z p.—n i=1 j=1
I
i=1
Tab.1 Analyza rozptylu vzhPadom Kk linearnemu modelu

zdroj odchylka odchylka odchylka od

P riamky - chyba merania
g by od bod j Eelinear);ta Y

celkovy odhad
rozptylu

(boiﬂl])z' (bl_ﬁl)z'

sttet Zp_(yfj;)l Zz(y 7;)2 ZZ(%*’V:)Z
ftvorcov -Z!:p; 'Zpr(x; 75)2 Pl i - i i i

Stupne _
vol’nosti 1 L n=2 Zf: ar Z i

E6). | E@Ze | Zal-) 2309

EC 5 2.5 w5
stvorec > P 2 r — p—n
i ' '(xl _x) " 2 i ‘
g 2
testovacia F— S,
veli¢ina F 5@2
kvantil F-
rozdelenia F[l @.n 2’2*0’ n}
H, n= [+ A (x-%)
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Bodové odhady maji mali informacnu hodnotu, dokiall sa neuvedie interval
spolahlivosti (kofiden¢ny interval) pre tieto nahodné veli¢iny [5].

V d’alSom urc¢ime nepresnosti jednotlivych vypoctovych hodnét zavisle premennej s istou
spolahlivost'ou, ale bez vzajomného vzt'ahu k d’alsim vypoctovym hodnotdm. Ak vynesieme
do grafu tieto intervaly pre vsetky X, potom krajné body tychto intervalov vytvoria pas
spolahlivosti. Tento pas nas neinformuje o nepresnosti pre celu regresnu priamku ako celku,
ale len o jednotlivych intervaloch, vZdy pre jedini hodnotu nezavisle premennej X .

Pés spol'ahlivosti pre celi regresnt priamku, tzn. pre vSetky body sucasne, mozno urcit
a nasledne testovat’ tzv. nulovou hypotézou pre t-rozdelenie:

H,: B, =b;, resp. B, =b,proti H : A3, #b, ", resp. B #h;,

‘bOA_ il respektive t= ‘bl -

Job) B(b,)

, kde

kde by,b st dané &isla. Testovanou veli€inou jet =

by ::éo’ b, :Bl'
Ak tzt(l—%, rj, kde t(.)je 1—«/2 kvantil Studentovho rozdelenia s poctom stupfiov

vol'nosti r = Z p, —2, potom so spol'ahlivost'ou100 (1—a / 2)% zamietame H,.

Pre b, =0, resp. b, =0, je tento test zhodny s testom v tabul’ke analyzy rozptylu.

Bodovy odhad linearneho modelu je § =b, +b,x. Intervalovy odhad vypogitanej hodnoty
z tohto modelu pre pevné x na hladine 1—« je preto:

by +blx4_rt[1—%, rj.s.d (%),
r= Z P, — 2,t(.) je prisluSny kvantil t-rozdeleni, s je odhad smerodajnej odchylky o a

x:l 1, (x—X)
1) \Izpi Zpi(xi—K)Z'

20 // ‘
- /,/
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Obr.3 Pas spolahlivosti okolo regresnej priamky pre jednu hodnotu X

Tieto intervalové odhady vytvoria tzv. pas spolahlivosti okolo regresnej priamky. Je to
pas, ktorého Sirka pre pevne zvolent hodnotu x uddva s istou spolahlivostou nepresnost’
vypocitanej hodnoty zavisle premennej zo zvoleného modelu.
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Pés spol’ahlivosti, uréuje nepresnost’ regresnej priamky nie pre vSetky X sucasne, ale
vzdy pre jediné, i ked’ l'ubovolné X . Pas spolahlivosti pre vSetky x sucasne na hladine 1-«
je dany vzt'ahom

by +bx£s.2.F (1-a,2,r).d(x),
kde d (X) sa vypocita z predchadzajuceho vztahu pre vypocet d (X) aF (.)je(l—a) -kvantil
F-rozdelenia s po¢tom stupriov volnosti 2 a r = z p,—2.

25
“ T jgt
/ X “i/
15 71‘,/4’61/
’//‘/
10 P
%0 10 20 30 40 50 60

Obr.4 Pas spolahlivosti pre vSetky x stucasne, ale vZdy pre jedno

Ak chceme zistit', ¢i namerané hodnoty popisuje linearny model, v ktorom sa sucasne
mozu menit’ odhady koeficientov f,a f, (tzn. priamka sa sucasne postva a otaca), potom je

potrebné vykonat' odhad oblasti spolahlivosti pre f;apg,. Obdiznik vytvoreny odhadmi

intervalov spolahlivosti a odhad oblasti spolahlivosti mézu obsahovat’ rozdielne hodnoty
odhadov koeficientov g a .

Z obr. 5 je zrejmé, ako mozZe vyzerat oblast’ spol’ahlivosti pre dva regresné koeficienty.

interval spolahlivosti pre

koeficient f3; -
UK
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p ! S5
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o
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Obr.5 Oblast’ spol’ahlivosti pre dva regresné koeficienty
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Oba body A a B sa nachadzaju vo vniitri obdiznika vytvoreného zo samotnych intervalov
spol'ahlivosti. Bod B vSak lezi mimo hranice oblasti vzdjomnej spol'ahlivosti, tzn. prislusné

odhady ,[Afo,[?l nevyhovuji odhadu linearneho modelu na danej hladine 1—« [5].
Analyzu rozptylu vzhl'adom k adekvatnosti modelu mézeme realizovat’ podl'a postupu
uvedeného v tabul’ke ¢.2.

Tab.2 Postup analy lu vzhl’adom k adekvatnosti modelu

Ak F>F (1—a, n—k-1, Z P — n) , potom zamietneme nulova hypotézu, ze
model 7 = X.4 je adekvatny k nameranym hodnotam (na hladine « ).
Analyza rozptylu vzhl'adom k priemernej hodnote je vykonana nasledovne.

Tab. 3 Postup analy lu vzhPadom k priemernej hodnote

Zaver

Pri rieSeni konkrétnych uloh je otdzku pri¢innych ¢i inych stvislosti len vynimocne mozné
zuzit’ na pripad zavislosti dvoch premennych . U maloktorého pojmu existuje tol’ko réznych
odtietiov, modifikujacich jeho vyznam, ako u pojmu zévislost. Ide o to, Ze zavislost’ dvoch
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premennych moze byt vyjadrena funkénym predpisom, ktory moze mat bud celkom
vSeobecnui platnost, alebo modze vyhovovat konkrétnym situdcidam len s urcitou
pravdepodobnostou [5]. Dalej ide o to, Ze samotné vztahy medzi premennymi mézu byt
casovo 1ipriestorovo odliSné amozu mat aj jednostranny a vzdjomny charakter. Ale
predovSetkym ide o moznost zdmeny skrytych pri¢innych vztahov za skuto¢nosti, ich
podstatu lepSie charakterizuji pojmy suvislost’, podobnost’, ¢i dokonca klamna korelacia.

Sthrn

Empiricky pristup, zaloZzeny na analyze, zhodnoteni a zovSeobecneni kladnych i zapornych
sktisenosti praxe. V literatire sa zvycCajne prezentuje tak, ze sa udavaji nadzory vyznamnych
predstavitelov empirikov, ktoré sa tykaju jednotlivych strdnok riadenia. VicSina
predstavitel'ov empirického pristupu sa snazi vypracovat’ na zaklade Stidia praxe riadenia
konkrétne odporti¢ania pre manazérske konanie.

Tento clanok bol vytvoreny realizaciou grantového projektu VEGA ¢. 1/0102/11 Metody a
techniky experimentalneho modelovania vnutropodnikovych vyrobnych a nevyrobnych
procesov a projektu "Centrum vyskumu riadenia technickych, environmentalnych a
humdnnych rizik pre trvaly rozvoj produkcie a vyrobkov v strojarstve” (ITMS: 26220120060),
na zaklade podpory operacného programu Vyskum a vyvoj financovaného z Europskeho
fondu regiondlneho rozvoja — aktivita 3.1 Integrované projektovanie vyrobnych systémov na
baze fyzického a virtualneho modelovania.
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