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MODELOVANIE CASOVYCH RADOV
MODELLING TIME SERIES

Eva OSTERTAGOVA

Abstract

In the paper are presented some methodologicairtesds for time series analysis.
Time series analysis is one of the key methodsxafménation of chronologically arranged
data, which are generated in all areas of scientifvestigation. In the paper is prepared
a theoretical base for calculation and applicatbtime series and regression and correlation
analysis. The paper is on the more detailed ddsmmipf the methodof decomposition
of time series.

Key words: time series analysis, decomposition, trend compipnediction,mean absolute
percentage error, mean squared ermolex determination

Uvod

Doélezitymi Statistickymi adajmi, pomocou ktorych #eine skumédynamiku javov
v ¢ase, suU tzvcasové rady. Maju zakladny vyznam pre analyzdimpriktoré na tieto javy
pdsobili a ovplywiovali ich chovanie v minulosti, ako aj pre predvigsich budiceho vyvoja.

Casovym radom rozumieme postupnés vecne a priestorovo porovnbmgch
pozorovani (dat) kvantitativneho ukazovatektoré su jednoziae usporiadané Z’adiska
¢asu v smere minul@s- pritomnos (buddcnos).

Analyzoucasovych radowsa rozumie subor metdd, ktoré sliZia k opisu tychtov.
Tieto metddy sa stale vyvijaju. Z historickéhdatliska sa ako prvé sledovali rady
astronomickych a meteorologickych pozorovani. \€as@osti sa aplikacie zameriavaju
predovSetkym do ekonomickej oblasti. Taktiez doclaadk rozvoju vypotovej techniky
a Statistického softvéru, ktory pomohol prekibnaskalia suvisiace s overovanim metod
Vv praxi.

Cielom analyzycasovych radov je wdinou konsStrukcia vhodného modelu. Pdkia
budeme schopni zostrojdobry model, umozni nam to pochbmpnechanizmus, na zaklade
ktorého vznikaju hodnotgasového radu a taktieZ pochbmiodmienky, ktoré vznik tychto
hodnét ovplyviuju. To nam umozni tieto podmienky ovpiywa’ a v niektorych pripadoch
ovplyvnit aj vyvoj ¢asového raduDalsim vémi ¢astym cigom je konstrukcia predpovedi
(prognaz).

Zé&kladné koncepcie modelovani&asovych radov

NajjednoduchSou koncepciou modelovat@sovych radov jgednorozmerny model
ktory je znamy z jednorozmernej regresnej analfzyripadecasovych radov je zalozeny
na predpoklade, Ze jedinym faktorom dynamiky ukatéa vcasovom rade jéas.

Tento model je mozné zapfsatvare y = f(t) + &£, kdey je hodnota ukazovdia,t je

¢as, ¢ je nahodna (rezidualng zlozka (pouziva sa aj nazowahodna chybga funkciu f
nazyvameegresna funkciaRegresna funkcia predstavujeterministicku zlozku
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O nahodnych chybacly; sa predpoklada, Ze su to nahodné ¢ugli ktoré maju
normalne rozdelenie s nulovou strednou hodnotow sareerodajnou odchylkoa >0. Teda
platie; ~ norm(0,0), pre kazdé =1,2,... n.

Podmienka, ze stredna hodndie,) = pfeOi=12,... n znamena, ze nahodna
zloZka nep6sobi systematickym spdsobom na hodrystye¥ovanej premenney.

Rozptyl D(g)=0? pre kazdéi=1,2,... n; tj. rozptyl ndhodnej zlozky je
konStantny. Tato podmienka vyjadruje, Ze variabitibthodnej zloZky nezéavisi na hodnotach
vysvet'ujucej premennej, t.j. n&aset.

Dalej sa predpoklada, 2€(¢;, £,)= @eOi#j,i,j=12...,n;tj. kovariancia
nahodnej zlozky je nulova. Teda hodnoty nahodn®ikal su nekorelované a z toho vyplyva
aj nekorelovanasréznych dvojic pozorovani vysvelvanej premennéy.

Nech y. je teoretickd (vypditana, vyrovnana) hodnota premennégj Rozdiel

empirickej (pozorovanej) a teoretickej hodnaty=y. — y. nazyvamereziduum Reziduum
predstavuje bodovy odhad ndhodnej chyby

Rozptyl D(¢,) =07, i=12,... n; obvykle nepozndme a musitbtieZz odhadnuty
z dat, ktoré su k dispozicii.

n
Statistika S, =) @ sa nazyvarezidualny sdet Stvorcov Pomocou rezidualneho

i=1 ss

sttu Stvorcov je mozné standwyberovyrezidualny rozptyls: :—2, ktory predstavuje
n_

bodovy odhad rozptylu &®>. Bodovym odhadom smerodajnej odchylky je vyberova
rezidualna smerodajna odchyligy = \/g
Rezidualny rozptyl vyjadruje, ako Kmi sa v priemere teoreticka hodnogaveliciny

Y liSi od empirickej hodnoty. Udava teda, ako su hodnoty valy Y rozptylené okolo
regresnej funkcie.

Medzi zakladné metddy a postupy pre analyasovych radov patri dekompoaé
metdda.Klasickddekompozind metbédavychadza z predpokladu, Ze kazihsovy rad moze
obsahovétieto Styri zlozky:

. trendovu zlozkuT,
. sezénnu zloZk,
. cyklicku zlozkuC,
. nahodnu zlozka.

Vykonanie rozkladu (dekompozicie casového raduna tieto zlozky je motivované
nadejou, Ze v jednotlivych zloZkach rozkladu IEhSie podari identifikova pravidelné
spravanie sa radu ako v pévodnom nerozloZzenom rade.

Trendova zlozka (trend) vyjadruje dlhodobd tendenciu vo vyvoji hodndt
analyzovaného ukazovéitevéase. Trend mbze Byastici, klesajlci alebo stagnujuci.

Sezonna zloZkayjadruje pravidelné kolisanie hodnét okolo trersdeeriodou, ktord je
kratSia alebo rovna jednému roku (napr. ty¥deesiac, rok). Sezénne zmeny su zapeinée
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takymi faktormi, akymi su napr. striedaniecmgch obdobi, vianiné a vékonainé sviatky,
prazdniny, dovolenky a pod.

Cyklicka zloZkavyjadruje kolisanie hodnét okolo trendu spdsoben&liakymi
vplyvmi (cyklus ekonomickych kriz, vyrobny cykluaid’.) s periédou, ktora je dlhSia ako
jeden rok. Pouziva sa skér v makroekonomickych @ehahPre cykly je charakteristické,
Ze nie je isté, kedy nastanu, aka bude ich intereizka ich trvania.

Nahodna(rezidualng zlozkaje zlozka, ktor4 ostane dasovom rade po odstraneni
trendu, sezonnej aj cyklickej zlozky. Vyjadruje ndhé vykyvy, ktoré nemaju systematicky
charakter. Toto ndhodné kolisanie je vyvolané pésish faktorov nahodného charakteru,
ktoré nie je mozné predvitlgnapr. zemetrasenie, Strajk,'iké sucha, rézne epidémie a pod.
alebo rézne neidentifikovdieé vplyvy).

Suhrn sezonnej a cyklickej zlozky predstavygeriodickl zloZkuc¢asového radu
P=S+C.

Klasicky matematicky modetasového radu méze Hyaditivny a multiplikativny
NajcastejSie sa pri analyzéasového radu predpokladd aditivny model opisu ahiava
¢asového radu. U tohto modelu je hodnota ukazdsatetom obdobi dana gtom:

y,=T+P+g,i=12...n.

Ak ma casovy rad tento tvar, tak hovorimeeriodickom¢asovom radeV mnohych
praktickych ulohach je periodicka zlozka reprezentovana len sezénnou zlozk8uy t.j.

model mbézeme zapiSas tvare y, =T + S+& a prislusnycasovy rad nazyvameezonne
zarazenynmrasovym radomAK plati P =0, hovorime meperiodickomasovom radePokid
je trendova zlozka konstantna, ffj.= konst, hovorime cstacionarnontasovom rade

Analyza trendovej zloZky éasového radu

Hlavnou ulohou analyzyasovych radov je vystihnutie zékladnej tendencie ic
Vvyvoja, teda stanovenie ich trendu. Trend s&ujer metddami, ktoré sa suhrnne nazyvaju
vyrovnavanieresp.vyhladzovani€asovych radoyt.j. nahradeniéasového radu empirickych
hodnéty,, Y,,..., Y, radom hodndt bez periodickeého a ndhodného ko#sani

V tomto prispevku sa budeme zaolfenaperiodickymiasovymi radmit.j. casovymi
radmi tvaruy, =T +¢&, 1=1,2,... n. Priich spracovani sa snazime tidggh trendovu zlozku

ocistent od nahodnych vplyvov. Vyrovnané hodnoty mele/o vSeobecnosti ozfwva’ V.

Podobne mbéZzeme vyrowhaaj periodicky ¢asovy rad, ké jeho hodnoty @&istime
od periodickej a nahodnej zloZky.

Vyrovnavaniecasovych radov sa realizuje tastejSie grafickou metddou, analytickou
metddou a adaptivnymi metdodami. Sustredime saatadu analytického vyrovnavankiora
je zaloZzena na existencii zavislosti hoddésového radu (zavisla premennd) @soveho
faktora (nezavisla premenna). Potom je na vyrownaf@sového radu mozné potizi
matematicku funkciu, ktora najlepSie opisuje jehtelgeh. Otazkou je, aka matematicka
funkcia je najvhodnejSia. Pri jej vybere je nutnychadzé z dékladnej grafickej analyzy
casového radu a z logického rozboru vyvoja sledovan&azovatka.

Na predikciu(prognézovanigje mozné pouZinapr. jednoduchinetéduextrapolacie
hodnétcasoveho radu z obdobia pozorovania do buducnogtih&iza sa z logickej vazby
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medzi minulogou a budicna®u. Ak ide o neperiodickg¢asovy rad s trendom, vyuZiva sa
k opisu trendu analyticka funkcid = F(t), kde t je ¢asova premennaBodovy odhad

ukazovatéa pre uvazované obdobie potom ziskame jednoduchaddosm zodpovedajucej
hodnoty zatasovu premenntido funkcie F(t) .

Zakladom spravnej predikcie pri extrapolacii tremgjofunkcie je vhodna via
analytickej funkcie charakterizujucej doterajSi gjsledovaného ukazovdite Na rozdiel
od vyrovnavaniatasovych radov, k& chceme analytickou funkciotio najlepSie vyjadfi
doterajSi vyvoj sledovaného javu, opisharakter a Mikos’ pripadnych odchylok od hlavnej
vyvojovej tendencie, je pri prognézovani pomocotrapolaciecasového radu uloha trocha
zloZitejSia. Ak chceme pouZipre predikciu jednoduchu extrapolaciasového radu, musi
skimany jav sthat’ niektoré Specialne podmienky a musitrogité vymedzené vlastnosti.

PredovSetkym je potrebné, aby Bakovy rad primerane dlhy, aby zavery o buddcom
vyvoji neboli zaloZzené na kratkodobych vykyvoch deloylkach od zakladnej vyvojovej
tendencie alebo aby neboli tymito vykyvmi prilifnsi ovplyvnenéCasovy rad by mal ma
jednoznany trend, ktory sa da aproximavato najjednoduchSou funkciou (funkciou
sc¢o najmensim pdom parametrov). Ak sa k vyrovnavaniasoveho radu pouzivaju zlozité
funkcie, mbzu sa extrapolaciou preniedo progndzy aj niektoré vaie, aj napriek tomu
nahodné vykyvy alebo iné periodické vykyvy s kratigeriodou (analytické funkcie sa&im
poctom parametrov mdZu niektoré tieto vykyvy zahrndo trendu).

Pre analyzuaj predikciu ¢asovych radovsa v praxi ndjastejSie pouzivaju tieto
trendové funkciel = F(t):

. linearna(priamka T = g, + g [,
. parabolicka(2. a3stupia) T =a,+ g [1+ a [¥, T =g, + g [1+ a [ + a[f;
. exponencialndal = a, [, resp.T = a, [E*";

. modifikovana exponenciadlnb = k+ g [H,
. logisticka T = Lt
1+a, [

. Gompertzova krivkd = k(& (InT =Ink+ & [n a).

Analyza sa u metddy analytického vyrovnavataaovych radov realizuje v podstate
pomocou klasickej regresnej analyzyCasovi premennt tu mézeme vcelkubovd’ne
vyjadrit’ v akychkdvek casovych jednotkdchlabovd’nym zaiatkom. Pre odhad parametrov
trendovej funkcie sa pouzivaetéda najmensich Stvorcamama z regresnej analyzy (jedna
sa vlastne o regresny model, kde v Ulohe nezavsknennej vystupujéas). To sa tyka
pochopiténe len funkcii linearnych zldiska parametrov, resp. takych, ktoré je mozné
na tento typ upravivhodnou transforméaciou, ako napr. exponencialmkdiu. V ostatnych
pripadoch sa pouzivaju zlozitejSie metody odhade.st vSak vé&inou aj tak podmienené
Statistickym softvérom.

Pri metdde najmenSich Stvorcov poZzadujeme, abyets(stvorcov odchylok

jednotlivych hodndtéasového radu od trend$S =) é=>( y-"y* bol minimainy,
i=1 i=1
kdey, i=12,.. n; st empirické (pozorované) hodnoty danéasového radu a :f,
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i=12,...n; su teoretické (odhadnuté) hodnoty sledovanej¢ivsli potitané pomocou
trendovej funkcie.

V pripade vémi frekventovanéhdinearneho trendul = g, + g [ ziskame aplikaciou
metddy najmensSich Stvorcov pre bodové odhady & neznamych parametrogo, a;
sustavu normalnych rovnic v tvare

&M+ald t=2y,
i=1 i=1
&6 t+a D =210y,
i=1 i=1 i=1
kdet,i=12,... n; je ozngeniecasovych obdobi.

Odhad linearneho trendu fe=T = 3 + 3 1.

Bodové odhadyg,, & a a, nezndmych parametrow,, a a a, kvadratickej

trendovej funkcigparaboly 2.stug) T = g, + g [t+ a,[¥ ziskame op&metédou najmensich
Stvorcov rieSenim sustavy normalnych rovnic:

am+al +ad f=>y,
a1 +ald f+ad f=3 10y,
a0 rrad Frad =3 oy
Odhad kvadratického trendu je=T = 3 + 3 [+ 3 .

Pre odhad parametroexponencidlneho trendul =g, [ metddou najmensich
Stvorcov je nutné realizovalogaritmickd transformaciulnT =Ina, +tlh a. Po tejto

transformacii potom vyrovnavame logaritmy hodnétnél@o ¢asového radu priamkou.
Dostaneme tuto sustavu normalnych rovnic:

Ing, Ch+In élDant :anln Y,
i=1 i=1

InéoD;n+lné1Dzlt2=;tmwy-

Odhad exponencialneho trendufje= T = 3 [§ .

Miery presnosti zvolenej trendovej funkcie

Ak sme zostavili model trendovej funkci@asového radu a odhadli jej parametre,
zaujima nasdalej ajurové kvality tohto modelu, t.. skimame charakter repol
skutainych (empirickych) hodnoéty,,y,,...,Y, a vyrovnanych (teoretickych) hodnot

Vi Vouurn ¥, (@koukdvek metddou). Vo vSeobecnosti sa za najlepsi pgeaten model,
ktory dava najmenSie rezideg= y -y, i =1,2,... n.
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Pre posudenie presnosti zvolenej trendovej funkoé@me k dispoziciirezidualne
charakteristiky ktoré je mozné zovSeobecnpre l'ubovd’ny modeléasového radu, teda nie
len pre trendové funkcie. Medzi najdélezitejSieédaalne charakteristiky patria:

. Priemerna absolutna percentualna chyldean Absolute Percentage Erjor

MAPEzlimﬂOO %.
N Y

. Priemerna kvadraticka chyb@lean Squared EerrMSE:LkZ é, kde
n—Ki3
k je patet odhadovanych parametrov danej trendovej funkcie

(% - %) €

. Index determinaciéR-Squarg R* =1--=L =1-—= , kde'y
2=V 2y
i=1 i=1

je aritmeticky priemer emgkych hodnotasoveho radwy,, y,,..., Y, -

CharakteristikuMAPE vyjadrujeme v percentach. Pouzivame ju vtedy &eceme
zdbraznt velkog’ progn6zovanej premennej a pomer med4kea’ou chyby a vEkos'ou
prognézovanej premennej. &ge ide o relativnu charakteristiku presnosti, mé& gmvyuzt’
aj pre porovnanie presnosti rovnakych alebo &nyglith technik na dvoch celkom odliSnych
casovych radoch. Je potrebné poznarmieha neexistuje Ziadna vSeobecne prijata stupnica,
ktora by utovala, aké hodnotyMAPE su v analytickej praxi prijateé. Ak je hodnota
MAPE<5 %, je mozné dany model hodnotako kvalitny z fiadiska pouzitia pre tvorbu

prognéz. Ak je5%< MAPE< 10 %, je dany model k tvorbe prognéz stale poukife ale ich
kvalita je nizSia ako v prvom pripade. Ak je hodnMAPE >10 %, dany model neposkytuje
kvalitnu predpovée.

Charakteristika MSE penalizuje viké odchylky predpovede, pretoZze chyba je
umocnend nadruhd. Na zaklade tejto charakterigtiteferujeme model, ktory vykazuje
mierne hodnoty chyb predpovede pred takym, ktorigazyje v&mi nizke hodnoty chyb
a jednu extrémnu chybu predpovede.

Index determinacieR’ udava, kdko percent rozptylu vysvitvanej premennej je
vysvetlenych modelom a Rko zostalo nevysvetlenych. Pre index determinadiati p
0<R?<1. Cim je jeho hodnota blizSia 1, tym uvazovany moeg@Sle vystihuje skimany
jav. Ak sa jeho hodnoty blizia k 0, signalizujestale mensi stlad modeld¢asovym radom.

Za najvhodnejSi model pre opis dynamikgsového radu budeme povazoual
trendovu funkciu z daného zoznamu funkcii, ktordieek maximalnej hodnote indexu
determinacie. Takato funkcia totiz najlepSie a regpejSie vystihuje realny vyvoj skimaného
javu v minulosti a je mozné teda predpokigdae podobnym spdsobom bude vystihbva
aj skut@nog’, ktora nastane v buddcnosti.

Popri indexe determinaci¥ sacasto pouZiva jeho druhd odmocnina, ktord sa nazyva
index korelacieR. Interpretacia indexu korelacie v tedtdsovych radov je celkom analogicka
ako v beznej koretmej analyze. Teda je mozné konstatyvze ¢im bude hodnota indexu
korelacie blizSia 1, tym lepSie uvazovany modeltiyge zakonitosti vyvoj&asoveho radu.
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V praxi sacasto stava, Ze niekko trendovych funkcii ma Veni blizke hodnoty
indexu determinacie, resp. indexu korelacie. Vtgchpripadoch davame predtios
jednoduchsSej trendovej funkcii.

Nedostatkom indexu determinacie je, Ze zavisi ridepgarametrov trendovej funkcie
(jeho hodnota s pbom parametrov rastie). Tento nedostatok odsjeamodifikovany index

_R? —
determinécie (Adjusted R-Squaje R* = RZ—(1 R )EI(;k 1), kde kje paet parametrov
n_
trendovej funkcie. Vyrazny rozdiel medzi indexoeterminacie a modifikovanym indexom
determinacie indikuje, Ze do modelu bolo zahrnuiydhs ve’a parametrov.

Spominané charakteristiky su Standardne implemantov v najrozSirenejSich
Statistickych programovych systémoch, ako si SABAT&GRAPHICS, STATISTICA,
SPSS.

Suhrn

Skimanie zmien javov §ase je jednou z najdolezitejSich Statistickych floh
Zakladnym prostriedkom Statistickej analyzy dynaynikomadnych javov sdasove rady.
Analyza ¢asovych radov je hodnotnym zdrojom informécii epehu skimaného javu
acasto poskytuje zaklad pre uspeSnu prognozu. Pke&ks&usenosti ukazuja, Ze modely
¢asovych radov su ¥mi vhodné pre vetiny, na ktoré méa vplyv mnoho nekontroloviatgch
a nepostihnutaych faktorov. V takychto situaciach je mozné puaddada’, Ze spoléné
pdsobenie faktorov vyvolava zmeny v Urovni vytvaaareliciny v jednotlivych ¢asovych
obdobiach, a teda je mozn&’kes’ velic¢iny interpretova ako funkciuc¢asu.

Kracéové slovi: analyzatasovych radov, dekompozicia, trendova zlozka, gosdli priemern:
absolutna percentualna chyba, priemerna kvadraticiha, index determinacie
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