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Abstract

There are often investigated processes with
a random character in the biomedical engineering,
as well as in other areas. One of the methods, which
enable a simulation of such processes, is the Monte
Carlo method. There is presented in this paper
description of the Monte Carlo method and its
application possibilities for a CA-simulation of the
random processes.
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UvVOD

Pri skumani procesov a systémov, ktoré
podlichajit ndhodnym  vplyvom, je jednou
z moznosti skumania simulacia tychto procesov
a systémov. V mnohych takychto pripadoch je
mozné ako metodu skimania vyuzit' metodu Monte
Carlo, ktora sa opiera o generovanie nahodnych,
resp. pseudonahodnych ¢isel.

Z HISTORIE METODY

Korene metody Monte Carlo siahaji az do
osemnasteho storofia aspajaji sa s  tzv.
Buffonovou ulohou.

Prvé pouzitie metody sa pripisuje Johnovi
von Neumannovi a Stanislavovi Ulamovi, ktori sa
pri vyvoji atomovej bomby skumali spravanie sa
neutréonov pri prenikani nejakou latkou, napr.
vodou. Vychadzali pri tom zo znameho faktu, ze pri
zrazke neutrénu s atdbmom vodika déjde k pohlteniu
neutrénu v priemere v jednom zo sto pripadov. Pre
simulaciu vysledku zrazky neutrénu s atémom
vodika pouzili formalne ruletu (odtial’ zrejme nazov
metddy) rozdelent na sto policok, pri¢om iba jedno
policko predstavovalo taku zrazku, pri ktorej doslo
Kk pohlteniu neutrénu. Ostané policka predstavovali
situdciu, ked” po =zrdzke neutron pokracuje
Vv pohybe. Aj pre simuldciu parametrov d’al§iecho
pohybu neutrénu, napr. rychlost, smer pohybu,
velkost’ drahy, ktort neutron prejde do dalSej
zrazky, pouzili formalne rulety.

Simulacia  navrhnutd ~ Johnom  von
Neumannom a Stanislavom Ulamom je teda
zalozend na generovani ndhodnych  Cisel.
Samozrejme, realizécia takejto simuldcie pomocou
rulety je Casovo takd narocnd, ze jej vyuzitie pri
rieSeni problémov je prakticky nemozné.

So skonstruovanim prvych pocitacov vsak
metoda nadobudla na vyzname a zacala sa vyrazne
rozvijat'. Softvérové generovanie nahodnych, resp.
pseudonahodnych ¢isel umoznilo aplikacie metody
v mnohych oblastiach.

CHARAKTERISTIKA METODY

Metoda Monte Carlo sluzi na rieSenie
stochastickych i deterministickych tiloh pomocou
simulacie mnohokrat opakovanych nahodnych
pokusov.

Princip metédy Monte Carlo mozeme
zhrnat' v troch bodoch:

e vytvorenie modelu, ktory dostatoéne
presne popisuje skimany objekt (proces,
systém atd’.),

e simulacia vel'kého mnozstva
experimentov Vv stilade s modelom
zalozena na generovani ndhodnych, resp.
pseudonahodnych Eisel,

e  Statistické vyhodnotenie simulacie.

Existuji dva pristupy pri rieSeni uloh metodou
Monte Carlo:

e pristup zalozeny na  geometrickej
pravdepodobnosti,
e pristup zaloZzeny na odhade strednej
hodnoty nadhodnej veliciny.
Moznosti vyuzitia metody si predstavime
na rieSeni niekol’kych problémov.

BUFFONOVA ULOHA

Na linajkovy papier nahodne hadzeme ihlu
a chceme urcit, aka je pravdepodobnost, Ze ihla
dopadne tak, ze pretina niektora z ¢iar, ktoré tvoria
linajky. Predpokladajme, ze vzdialenost' ciar na
papieri je d adizka ihly je [, pric¢om [ <d.
Z poslednej nerovnosti je zrejmé, Ze ihla méze
pretinat’ nanajvy$ jednu &iaru. Polohu ihly po
dopade na papier vieme jednoznacne popisat
usporiadanou dvojicou &isel [x,a], pricom x
predstavuje vzdialenost’ stredu ihly od najblizsej
Clary aa je ostry uhol, ktory zviera tito Ciara
s priamkou, v ktorej lezi ihla (obr. 1).

Obr. 1 Poloha ihly a ¢iary
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Pre dvojicu [x, ] plati
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Zobrazku 1 je zrejmé, ze ihla pretne Cciaru
Vv pripade, ak plati

l
xszsina- (2)

Z predpokladu, ze kazda poloha ihly po
dopade je rovnako mozna, vyplyva, ze hadzanie
ihly m6zeme simulovat’ tak, ze budeme generovat’
usporiadané dvojice nahodnych &isel [x, a], priGom
nahodna veli¢ina x podlicha rovnomernému
rozdeleniu pravdepodobnosti s hustotou

o 2 xe(d/2),
x\X) =

0, inak,

a nahodna veli¢ina a podlicha rovnomernému
rozdeleniu pravdepodobnosti s hustotou

e 2, aen/),
al) =

0, inak.

Vygenerované udaje sluzia pre dalSie
Statistické spracovanie. Ak vychadzame z klasickej
definicie pravdepodobnosti a Bernoulliho vety, tak
Srasticim poctom pokusov, resp. simulécii
pokusov, sa bude relativna pocetnost’ pokusov, pri
ktorych ihla pretina Ciaru, priblizovat’ teoretickej
pravdepodobnosti. Vyhodnocovanie jednotlivych
pokusov vykoname tak, ze pokus pokladame za
uspes$ny, t.j. ihla pretina Ciaru, ak bude
vygenerované dvojica &isel [x, a] spiat’ vzt'ah (2).

Na obr.2 su graficky zobrazené vysledky
simulacii 200 pokusov pre hodnoty d = 4al = 3.

s «

Obr. 2 Vysledky simulacii 200 pokusov

V tabulke 1 su uvedené vysledky simulécii
pokusov pre hodnoty d =4 a [ =3, pricom n
predstavuje pocet vykonanych pokusov, m pocet

Uspesnych pokusov a podiel ™/, je prislusni
relativna pocetnost’.

Tab. 1: Vysledky simulacii

n 10° 107 10°
m 477 119 4774023 47 748 999
m/n 0,477119 0,4774023 0,47748999

Da sa ukazat, ze pre teoreticka
pravdepodobnost’ p toho, Ze ihla pretne nejaku
Ciaru plati

2l
p= nd

V nasom pripade, pre hodnoty d =4 a
=3, je p=0,4774648. Porovnanim tejto
hodnoty a hodnét v tabulke 1 vidime, Ze Statisticky
ziskand hodnota pravdepodobnosti je skuto¢ne
blizka hodnote teoretickej pravdepodobnosti.

V tomto pripade sme pouzili
pristup zalozZeny na geometrickej
pravdepodobnosti. Pravdepodobnost nahodného
javu A je dana vztahom

G
pay =58
()
kde u(G) je miera mnoziny zodpovedajicej
nahodnému javu A a kde p(Q)) je miera mnoziny
zodpovedajicej priestoru elementarnych javov.
V nasom pripade je

Q—{[ ];0< <d0< <7r}
=11X, a]; _x_z, _a_z,

l
G = {[x, al; [x,a] € Q,x < Esina}.
Pri pouziti metody sme vychadzali zo
skutoCnosti, ze

u@G)  m
= = lim —-

p(4) O

VYPOCET URCITEHO INTEGRALU

Jednym z typickych problémov, ktoré
moézeme rieSit metodou Monte Carlo S pristupom
zalozenom na odhade strednej hodnoty nahodnej
veli¢iny je experimentalne urcenie hodnoty urcité¢ho
integralu.

Predpokladajme, ze chceme metddou
Monte Carlo ur¢it’ priblizni hodnotu urcité¢ho
integralu

b

[ g6rax. @3)

a
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Ak x je ndhodnd premenna shodnotami
zintervalu (a, b), ktorej hustota pravdepodobnosti
je f (x), tak integrdl méZeme upravit’ nasledovne

b b
[owar=[g0-reax @
kde
_9&)
g1(x) = )

Zo vztahu (4) je zrejmé, ze hodnota
integralu (3) je rovna strednej hodnote g,(x) apre
tuto hodnotu mézeme pouzit’ bodovy odhad

n

b n
1
fg(x) dx = E(91(x)) =_'Zg1(xi);

kde hodnoty x;,x,,-:-,x, su vygenerované
nahodné ¢isla z rozdelenia s hustotou f(x).

Ak uvedeny postup aplikujeme pre
vypocet integralu

2

1.
e 2 dx,

0
tak vpripade volby rovnomerného rozdelenia

s hustotou

- ~ xel02)
x =

0, inak,
dostavame odhad

2

n
1 1
I=fe_7x2 dx =1- E 20725
n ]

0 i=1

V tab. 2 st uvedené vysledky pre rézne hodnoty
poctov vygenerovanych nahodnych cisel.

Tab. 2 Vysledky experimentalneho uréenia hodnoty
integralu

n 10° 107 10°
I 1,1966860 | 1,1964708 1,1962620

AlfLIKACIA METODY PRI ODHADE
NAKLADOV NA VYDANE PROTETICKE
A ORTOTICKE POMOCKY

Hodnota vydanych, resp. predanych
protetickych  a ortotickych  pomocok  podlieha
mnohym nahodnym vplyvom, apreto je pri jej
odhade jednou z moznosti pouzit’ metodu Monte
Carlo (pozri [5]).

Vychadzame z praktickych udajov o poéte
a hodnote vydanych, resp. predanych protetickych a
ortotickych pomocok za rok 2011 vo vymedzenom
regione Slovenska. Zo ziskanych udajov boli
vybrané len udaje tykajuce sa Styroch zakladnych
kategorii pomdcok:

e obuv a ortetické vlozky,
maikké ortézy dolnych a hornych koncatin,
dlahy dolnych a hornych koncatin,
trupové ortézy.

V tychto kategériach bolo vo vybranom regione
vydanych celkom 5620 pomdcok o celkovej
hodnote 666 059 €.

Za prepokladu, Ze pocet vydanych
pomocok v roku podlieha Poissonovmu rozdeleniu
pravdepodobnosti s parametrom A =56 (pocet
pomocok vyjadreny v stovkach), teda

56k - e756

K ©

P(x=k) =

sme vygenerovali 100 nahodnych hodnét
Ny,Ny, -+, Nigo  podliehajiicich  Poissonovmu
rozdeleniu danému vztahom (5). Tieto hodnoty
predstavuju poéty vydanych pomoécok pre réznych
100 rokov. Generovanie nahodnych hodnét bolo
vykonané v dvoch krokoch:

e generovanie nahodného ¢&isla p z intervalu
(0,1),

e urCenie nezaporného celého Cisla x
spifiajiceho podmienku x = F~1(p), kde
F~! je inverzna funkcia ku distribu¢nej
funkcii ~ Poissonovho  rozdelenia s
parametrom A = 56.

V d’alSom kroku sme odhadli, z akého rozdelenia
(vratane parametrov) pochadzaju naSe udaje z
praxe. Testovanim sme dosli k zaveru, ze empirické
udaje su z logaritmicko-normalneho rozdelenia s
parametrami u =4,5302 a o =0,7304 (pozri
obrazok 3), teda s hustotou pravdepodobnosti

1 1(1nx—4,5302

2
fx) = me_i 0,7304 ) ,x > 0. (6)
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Log-normal distribution
m=4,5302 s=0,7304
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Obr. 3 Histogram poctov Vydan}'/ch pomocok [5]

N

400

NN

\\\

_

200

i’

-

Pre kazdu z hodnét N, N,,-:+, N;go SMe
vygenerovali N; nahodnych hodnét podliehajucich
logaritmicko-normalnemu rozdeleniu s hustotou
danou vztahom (6), ktoré predstavuju hodnoty
Py, Py, -+, Py, jednotlivych vydanych pomécok v
jednotlivych rokoch. Postupovali sme pri tom
podobne, ako pri generovani udajov o pocte
pomdcok.

V dalsom kroku boli vypocitané sucty
hodnét (v tisickach €) S;,S,,:*,S;00 Vydanych
pomocok pre jednotlivé roky a odhadli sme, z
akého rozdelenia pochadzaji tdaje o suctoch
hodnét. Testovanim sme dosli k zaveru, ze Gdaje o
stctoch hodndt podliehaji normalnemu rozdeleniu

s parametrami u = 676,7 a ¢ = 131,4. Na zaklade
toho je mozné stanovit’ intervalové, ale i iné odhady
hodnoty vydanych pomécok v danom regidne,
ktoré moézu posluzit ako zaklad pri planovani
vyrobnych a skladovacich kapacit, a tiez pri
finanénych nakladov suvisiacich so zabezpecenim
pomocok v potrebnom rozsahu.

Normal distribution
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Obr. 4 Histogram celkovej hodnoty pomdcok
vydanych za rok [5]

ZAVER

Metoéda Monte Carlo predstavuje vSade
tam, kde skiimame procesy alebo systémy
podliehajice nahodnym vplyvom silny nastroj. Jej
sila  vyrazne vzrastla sprudkym rozvojom
vypoétovej techniky, pomocou ktorej, na rozdiel od
minulosti, nie je problém generovat’ velké poéty
nahodnych, resp. pseudonahodnych Cisel.
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