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Abstract

The aim of article is an application of basic
statistical tests of normality. The importance of
normal distribution is undeniable since it is an
underlying assumption of many statistical
procedures. When the normality assumption is
violated, interpretation and inferences may not be
reliable or valid.
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UvVOD

Testy dobrej zhody predstavuju kategoriu
Statistickych testov, ktoré umoziuji na vopred
zvolenej hladine vyznamnosti « testovat’ nulova
hypotézu Hy, Ze dany nahodny vyber bol
realizovany z rozdelenia stanoveného typu, ale
pripadne  snezndmymi  parametrami  proti
alternativnej hypotéze H;, Ze nepochadza z tohto
rozdelenia. Je teda napriklad mozné testovat
hypotézu, Ze prislusné rozdelenie je normalne
S0 znamymi alebo neznamymi parametrami 4 a o

Medzi najznamejSie testy dobrej zhody
patria Pearsonov test, Kolmogorovov-Smirnovov
test a Lilieforsov test. Tieto testy su do istej miery
univerzalne. Za tito univerzalnost’ sa vSak plati
znizenou Gcinnost'ou testov. Tato skutocnost’ viedla
k vypracovaniu $pecialnych testov zalozenych na
charakteristickych vlastnostiach predpokladaného
modelu. Specialnym testom dobrej zhody je napr.
Shapiro-Wilkov test normality a Jarque-Bera test
normality.

1. PEARSONOV TEST

Pearsonov test (j-test) patri medzi
najznamejsie testy dobrej zhody. Je to test zalozeny
na rozdiele medzi pozorovanymi (empirickymi)
a oakavanymi (teoretickymi) podetnostami. Tento
test sa odporica pouzivat pre nadhodny vyber
vel'kého rozsahu.

Dany je nahodny vyber X, X,,...,X
z rozdelenia pravdepodobnosti S neznamou
distribuénou funkciou F(X), dand je znama
distribuéna funkcia Fo(X) teoretického rozdelenia
pravdepodobnosti, dany je rozklad realnej osi

' n

vopred zvolenej hladine vyznamnosti « testujeme

nulovi  hypotézu H, :F(X)=F,(x) proti

alternativnej hypotéze H, : F(X) = F,(x) .
Testovacia Statistika utohto testu je

-n
Ve le - pp'), ktoraA ma (pre n>50)

pri platnosti Ho priblizne chi-kvadrat rozdelenie
pravdepodobnosti s k — r — 1 stuptiami volnosti, kde
ni je pocet zloziek nahodného vyberu o rozsahu n
vli, pi jepravdepodobnostna miera |; uréena
distribuénou funkciou Fy, n-p; je teoreticka
pocetnost’ v intervale I;, r je po¢et odhadovanych
parametrov pri uréovani Fo, K je pocet tried.

Hypotézu H, zamietame na hladine
vyznamnosti o, ak x> >y, ., kde xZ .
je tabelovana kriticka hodnota *-rozdelenia.

Pri  Pearsonovom teste je potrebné
dosledne dodrziavat tzv. Cochranovo pravidlo.
Podmienka pouzitia daného testu je, aby n-p, =25
pre vSetky i=12,...,k

Bolo overené, ze pre pocet stupiiov
volnosti k—r—1>3 staci, aby bolo n-p, >4
apre k—r—1>6 staci, aby bolo n-p, >1. Ak nie
st podmienky splnené, odporica sa zlucenie
susednych intervalov s malou pocetnost'ou [2].

V MATLABe mé6zeme pouzit Standardnt
funkciu chi2gof.

2. KOLMOGOROVOV-SMIRNOVOV TEST

Kolmogorovov-Smirnovov (KS) test je
zaloZzeny na porovnavani distribucnej funkcie
predpokladaného (teoretického) rozdelenia
spojittho  typu S empirickou  (vyberovou)
distribu¢nou funkciou. Ma sa pouzivat len
k overovaniu hypotéz, ktoré urcuju teoreticku
distribuént funkciu jednoznacne, t.j. nielen ¢o do
tvaru, aleajco do hodnbét parametrov — Gplne
Specifikovany model. Na rozdiel od Personovho
testu je mozné tento test realizovat’ aj pre ndhodné
vybery pomerne malych rozsahov.

Na vopred zvolenej hladine vyznamnosti «
testujeme nulova hypotézu H, : F(X) = F,(x) proti
alternativnej hypotéze H,:F(x)=F,(x), kde F je
empirickd distribu¢na funkcia vyberového stboru
a Fo je uvazovana teoreticka distribu¢né funkcia.

Pre namerané hodnoty X, X,,..., X,

(za predpokladu, ze vsetky su navzajom rdzne) ma
empirickd distribuéna funkcia tvar (uvazujeme
usporiadané hodnoty Xy, X ++- s X ):
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0 pre —o<X<Xy

i . .
F(x)= o pre  Xp SX<Xjq. 1=1..,n-1

1 pre X, <X<w©

Testovacia Statistika D je definovana ako
najvac¢sia vzdialenost medzi hodnotami F aFq:

D =sup| F)(X) —F(x) |, pre xeR. Vzhladom na
takto definovani empirickt distribu¢nu funkciu sa
da testovacia Statistika D vypocitat zo vztahu:

D:max{ max(d;" ), max(df)}, pre 1<i<n, kde

d; =| FO(X(i))_ F(Xa))| ) di+ =| FO(X(i))_ F(eri))| .
Hypotézu H, zamietame na hladine
vyznamnosti «, ak vypocitana hodnota D prekroci
tabelovant  kriticki  hodnotu D, (n), tj.
D>D,(n). Pre malé rozsahy vyberu n<30
pouzijeme presnu hodnotu D, (n) z tabulky

kritickych hodnét KS testu. Pre velké rozsahy
vyberu  pouzivame  asymptoticki  hodnotu

In%
-—2 teda napr. pre o =0,05 hodnotu 1,3581
2n n
apre o =0,01 hodnotu 16276 [3].

N

V MATLABe mézeme pouzit Standardnt
funkciu kstest.

3. LILIEFORSOV TEST

Lilieforsov (LF) test je modifikaciou KS
testu. Ak nie s parametre teoretického rozdelenia
zname —netplne $pecifikovany model, tak sa
nahradia bodovymi odhadmi.

Tak ako v pripade KS testu pre malé n
pouzivame presnu kriticki hodnotu z tabulky
Lilieforsovho testu, pre velké n je mozné pouzit
0,89

N

priblizna asymptotickll hodnotu

pre «=0,05 a Lo4 pre «=0,01 [3].

Jn
V MATLABe mézeme pouzit’ Standardnu
funkciu lilietest.

4. SHAPIRO-WILKOV TEST NORMALITY

Shapiro-Wilkov (SW) test je zaloZeny na
zistovani skutoCnosti ¢i sa body zostrojen¢ho
kvantil-kvantilového grafu (Q-Q plotu) vyznamne
lisia od regresnej priamky prelozenej tymito bodmi.

Na vopred zvolenej hladine vyznamnosti &
testujeme nulova hypotézu H, : F(X) = F,(x) proti
alternativnej hypotéze H,:F(x)=F,(x), kde F je
empiricka distribuéna funkcia vyberového stiboru
0 rozsahu n a Fy je uvazovana teoretickd distribu¢na

funkcia normalneho rozdelenia norm(g, o) s blizsie
nespecifikovanymi parametrami x a o

SW test sa pouziva predovsetkym pre
vybery menSich rozsahov n<50. Uvazujme
usporiadané hodnoty Xayr X2yr -+ Xy nahodného

vyberu X, X,, ..., X, . Testovacia Statistika ma tvar

Zn:(x(i) _K)Z

i=1

W =

, kde 7=£in je
[ Ry

vyberovy priemer, @, su tabelované vihy

n . , n .
a m:E, ak je n parne, resp. m:T, ak je n

neparne [1].

Cim viac sa hodnota testovacej §tatistiky
W blizi k1, tym je zhoda medzi teoretickym
a empirickym rozdelenim lepsia. Hypotézu Hy
onormalnom rozdeleni zakladného  suboru,
z ktorého bol realizovany néahodny vyber,
zamietame na hladine vyznamnosti ¢, ak plati
W <W_(n), kde W, (n) je tabelovana kriticka
hodnota.

SW test nie je do programu MATLAB
implementovany, ale je ho mozné stiahnut' ako
stbor swtest.m na strankach MATLAB Central.

5. JARQUE-BERA TEST NORMALITY

Jarque-Bera (JB) test je zaloZeny na
merani rozdielu koeficienta Sikmosti 3 a Spicatosti
95 nameranych dat s koeficientmi  Sikmosti
a Spicatosti normalneho rozdelenia.

Na vopred zvolenej hladine vyznamnosti «
testujeme nulova hypotézu H, : F(X) = F,(x) proti
alternativnej hypotéze H,:F(x)=F,(x), kde F je
empirickd distribu¢na funkcia vyberového suboru
0 rozsahu n a Fq je uvaZzovana teoreticka distribuéna

funkcia  normalneho  rozdelenia  norm(y,o)
S neznamymi parametrami.

2 2

Testovacia Statistika je JB =n -[7—3+7—4J,

6 24
ktord ma pri platnosti Hy pre velké n priblizne
chi-kvadrat rozdelenie s dvoma stupiiami vol'nosti
(jeden pre y3 a jeden pre ).

Tento test je platny len asymptoticky,
ateda je potrebné mat velky rozsah ndhodného
vyberu. Pri rozsahu vyberu n<100 je potrebna
ostrazitost’ pri pouzivani tohto testu.

Hypotézu H, zamietame na hladine
vyznamnosti ¢, ak vypocitand hodnota JB prekroci
kriticka hodnotu z7, ,,tj. B> x° ., [3].

V MATLABe moézeme pouzit Standardnt
funkciu jbtest.
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6. APLIKACIA TESTOV NORMALITY
V TECHNICKEJ PRAXI

V istej slovenskej firme, ktort nebudeme
menovat, prechadza hotovy produkt mnohymi
fazami od predpriprav az po kone¢né tpravy. Firma
dostane urcita zakazku, mnozstvo kvalifikovanych
inZinierov ju spracuje, dalej prichadza na rad
schvalenie a samotna tovarenska zlievarenska Cast’.
V nej sa vytvori model danej zakazky, z ktorého sa
vytvori odliatok a zase do odliatku sa zlieva zmes
urcitych prisad (nebudeme uvadzat’). Pouzita zmes
prisad musi mat’ prisne stanovené technologické
vlastnosti.  Denne st odoberané  vzorky
a technologické vlastnosti su  vyhodnocované
Vv laboratoriu. Pri nasom Statistickom skumani pre
tato firmu sme sa zamerali najednu dolezith
technologick(l vlastnost’, a to na véznost' v tlaku.
Viznost v tlaku mozeme povazovat za spojita
nahodnu premennt.. Tuto technologicku vlastnost
by chceli v tejto firme optimalizovat’ na hodnotu
160 kPa [4].

Pre realizaciu Statistickej analyzy bolo
potrebné vykonat' testovanie normality. V tomto
prispevku budeme testovat’ hypotézu, ze vyberovy
stbor orozsahu n=40 pochadza znormalneho
rozdelenia.  Normalitu  otestujeme  pomocou
grafickych aj vybranych Statistickych testov
S pouzitim MATLABu.

Na overenie normality pouzijeme graficky
test normality, tzv. normal probability plot (N-P
plot) a tiez quantile-quantile plot (Q-Q plot). Ak sa
data znormalneho rozdelenia, tak body lezia na
priamke, ¢o je v nasom pripade priblizne splnené.
Uvedené grafy su zobrazené na obr. 1-2.

x=[164.64,166.60,146.02,194.04,186.20,
192.08,178.06,160.72,145.04,166.60, ...
186.20,150.92,162.68,163.66,143.08, ...
143.08,174.44,156.80,192.08,169.54, ...
165.62,156.80,166.60,169.54,136.22, ...
159.74,179.34,168.56,145.06,200.90, ...
164.64,166.60,170.52,165.62,164.64, ...
147.98,179.34,133.28,150.92,169.54] ;
normplot (x) ,figure,qgplot (x)
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Obr. 1 N-P plot

QQ Plot of Sample Data versus Standard Normal
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Obr. 2 Q-Q plot

Dalej si zvolime hladinu vyznamnosti
a =0,05 abudeme testovat’ nulovi hypotézu Hy,
ze dany vyber je skuto¢ne z norméalneho rozdelenia
oproti alternativnej hypotéze H;, Ze pochadza
z iného nez normalneho rozdelenia.

Pre LF test, SW test a JB test pouzijeme
tieto prikazy MATLABU:
[h,p,1fstat,cval]=1lillietest(x,0.05, 'norm')

[h,p,swstat]=swtest(x,0.05)
[h,p,jbstat,cval]=jbtest(x,0.05)

Vysledky pouzitych testov su uvedené
v tab. 1.

Tab. 1 Sumarna tabul’ka pre vybrané testy

LF test | SW test | JB test

Hodnota testovacej Statistiky| 0,1182 | 0,9726 | 0,3731

Kriticka hodnota 0,1385 - 4,7481
P-hodnota 0,1650 | 0,4335 | 0,5000
Prijimand hypotéza Ho Ho Ho
ZAVER

Na zaklade vybranych grafickych testov
a Statistickych testov dobrej zhody sa potvrdila
testovana hypotéza, ze sa dany vyberovy stibor riadi
normalnym rozdelenim pravdepodobnosti.
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