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Predhovor

Tento ucebny text je urceny posluchacom prvého roc¢nika bakalarskeho studia Strojnicke;
fakulty Technickej univerzity v Kosiciach a tematicky je orientovany na predmety Matematika
a Matematika I. Rovnako dobre vSak moze posluzit poslucha¢om Fakulty banictva, ekolégie,
riadenia a geotechnoldgii a Hutnickej fakulty Technickej univerzity v Kosiciach.

V ucebnom texte st uvedené podstatné teoretické poznatky potrebné ku rieseniu tloh,
rieSené priklady a ulohy na riesenie tykajice sa funkcie jednej reilnej premennej a jej dife-
rencidlneho poc¢tu. Obsah je spolu u¢ebnym textom ,MATEMATIKA 1, ¢ast B¢ dostatoénym
zékladom pre stidium a tispesné absolvovanie spominanych predmetov.

Obom recenzentom prof. RNDr. Jozefovi Dobosovi, CSc. a RNDr. Janovi Busovi, CSc.
dakujeme za dosledné postudenie tejto u¢ebnej pomocky. Ich cenné pripomienky, rady a odpo-
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Kapitola 1

Funkcia jednej premenne;

1.1 Pojem funkcie

Definicia 1. Nech M a P si neprdzdne podmnoziny mnoZiny redlnych cisel R. Hovorime, Ze
na mnozine M je definovand funkcia f, ak je dany predpis, podla ktorého je kaZdému prvku
z mnoziny M priradeny jeden prvok z mnoZiny P.

Mnozinu M nazyvame definiénym oborom funkcie f a budeme ju oznacovat D . MnoZzinu
vSetkych tych prvkov z P, ktoré st funkciou f priradené nejakému prvku z M, nazyvame
oborom hodnét funkcie f a budeme ju oznacovat Hy. Ak funkcia f priradzuje prvku x € Dy
prvok y, zapisujeme to

y:f(x)v (1'1)

pri¢om ¢&islo y resp. f(z) nazyvame hodnotou funkcie f v bode (¢isle) z. Vo vztahu (1.1) znak =
nazyvame argumentom funkcie alebo nezavislou premennou, znak y nazyvame zavislou
premennou.

Funkcia f moéze byt dana niekolkymi sposobmi:

a) pomocou forméalneho matematického zapisu rovnicou y = f(x)?!,
b) tabulkou,

¢) slovnym vyjadrenim,

d) graficky.

Grafom funkcie f(x) je mnnozina vSetkych bodov [z, y| v rovine, ktoré maju nasledujice
vlastnosti:

1. z je z defini¢ného oboru funkcie f(z), t.j. € Dy,
2. y je hodnota funkcie f(x) v bode z, t.j. y = f(x).

Niekedy uvazujeme funkciu len na ¢asti jej definiécného oboru?. Vtedy hovorime o tzv. parcial-
nej funkcii. Rozumieme tym nasledovné: Nech f je funkcia s definiécnym oborom Dy a My C Dy.
Hovorime, Ze funkcia g je parcidlna funkcia z f na M;, ak D, = M; a pre kazdé x € D, plati
g(z) = f(x). Napriklad funkcia definovana na (0, 5) rovnicou y = sinz je parcidlnou funkciou

'Kvoli stru¢nosti budeme namiesto ,funkcia f s nezavislou premennou z* hovorit iba ,funkcia f(x)“.
2Napriklad vtedy, ak funkcia nema pozadovant vlastnost na celom defini¢nom obore, ale na nejakej jeho asti
ju ma.
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z funkcie danej rovnicou y = sinz (ktorej defini¢ny obor je R).

Postup pri urcéovani definiéného oboru:
Na urcenie definiéného oboru funkcie f(x) je potrebné poznat defini¢né obory a vlastnosti
elementarnych funkcii. NajcastejSie je potrebné vediet, Ze:

> * b
e menovatel zlomku sa nesmie rovnat nule,

e vyraz pod parnou odmocninou musi byt nezaporny,

logaritmicka funkcia je definovana len pre kladny argument,

e ak a > 1, potom log, x > 0 prave vtedy, ak z > 1,

e ak 0 < a < 1, potom log, x > 0 prave vtedy, ak 0 < z < 1,

e funkcie y = arcsinx, y = arccos x st definované pre —1 < x < 1.

Zapamatajme si:

5 = Q#0
O = OU>0,neN

log,© = ©>0,a>0,a#1

a>1

=

log,©>0 <« ©>1

O<a<l =
y=arcsin® =

y = arccos© =

log, O >0 <«

0<0O<«1
-1<0<1

-1<0<1

Priklad 1. Uréme defini¢ny obor funkcie f(z) = V& +3+1n (3 — 2x) +

22—z
Riesenie.
Vzhladom na uvedené podmienky musi platit

r+3>0 A 3-2>0 A z2—z#0.

RieSime stistavu nerovnic:

r+3>0 < z>-3
3—2x>0 <& 3:<%
x40 & x#0 A x#l.

Z toho vyplyva, Ze definiény obor funkcie f(z) je Dy = (—3,0) U (0,1) U (1, %) .
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A 4

\A A

Defini¢ny obor funkcie
. . 1
Priklad 2. Ur¢me defini¢ny obor funkcie f(z) = ——.
Va2 —5x+6

RieSenie.
Pod parnou odmocninou musi byt vyraz nezaporny a menovatel zlomku méa byt rézny od nuly,
t.jr?=5x+6>0 A 22—5x+6#0. Teda

2?2 —524+6>0s (z—3)(z—2)>0.

Nerovnicu mézeme riesit pomocou nulovych bodov. Vyraz % — 5z + 6 nadobtda hodnotu 0
pre z = 2, x = 3. Tieto dva body rozdelia mnozinu R na tri intervaly, ktoré zapiseme do tabulky:

x (—00,2) | 21](2,3) ]3| (3, )
2 —5x+ 6 + o — |o -

Dosadenim 'ubovol'nych ¢&sel z jednotlivych intervalov zistime, kedy vyraz 22 — 52+ 6 nadobuda
kladné a kedy zaporné hodnoty:

(—00,2): w=-3= f(-3)=(-3)2—-5(-3)+6=230>0,
(2,3): r=25= f(2,5) = (2,5)% = 5(2,5) + 6 = —0,25 < 0,
(3,00): x=4= f(4)=(4)>-54)+6=2>0.

Z tabulky vyplyva, Ze defini¢ny obor funkcie f(z) je
D¢ = (—00,2)U(3,00).

Nerovnicu mozeme riesit aj graficky. Grafom funkcie y = 2> — 5z + 6 je parabola, ktora pretina
z-ovi os v bodoch x = 2, x = 3. RieSenim nerovnice st tie &isla, pre ktoré je graf funkcie

nad osou o,.

y=x"-5x+6

L\
@\'2 ®=

NEPZE ¥

Defini¢ny obor funkcie
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Priklad 3. Uréme defini¢ny obor funkcie f(z) = ,/;;Jrg —2.

RieSenie.

Pre vyraz pod parnou odmocninou musi platit % — 2 > 0 a menovatel zlomku ma byt rézny
od nuly, t.j.  # —2. RieSime nerovnicu s neznamou v menovateli:

7_$_220¢>M20'
T+ 2 T+ 2

Nulové body st x = =2, x = 1.

x| (—o0,—2) [ 2 (=2,1) [1](1,00)
—3z+3

z+2 B X + 0 B
Defini¢ny obor funkcie f(x) je
Dy =(-2,1).
Priklad 4. Uréme defini¢ny obor funkcie f(z) = ,/logg (27 + 1).

Riesenie.
7 podmienok pre vyraz pod parnou odmocninou a pre argument logaritmu pri zéklade a = 0,1

vyplyva
logg, (2z4+1)>0 A 2x+4+1>0.

Plati
logo’l (2.%' + 1) Z O
10g071 (2-%' + 1) Z 10g0,1 1
2¢+1 < 1.

RieSime stistavu nerovnic:

2c+1>0 <« x>—%
2r+1<1 & x<0.

v

1
2
Defini¢ny obor funkcie

Defini¢ny obor funkcie f(x) je
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2-3
Priklad 5. Uréme defini¢ny obor funkcie f(z) = arcsin <
RieSenie.

Funkcia y = arcsinz je definovana pre —1 < x < 1. Plati

2 -3z -

-1< 1 /-4
<2<ty

—4<2-3z<4 /-2
—6<-3x<2 /:(=3)

2
2>x> ——
ZT 2 3

<x <2

[SURIN )

Defini¢ny obor funkcie f(x) je

Priklad 6. Uréme defini¢ny obor funkcie f(z) = v/sinz + /25 — 2.
RieSenie.

7 podmienok vyplyva
sinz >0 A 25—2%>0.

Riesime podmienky:
sine >0 < ze€(0+2km,m+2km), ke,

25-22>0 o 22<25 & |z|<5 & ze(=55).

-3n 21 -1 0 n don 3n 47

Defini¢ny obor funkcie

Ak zoberieme do uvahy to, ze m = 3,1415926. . ., potom defini¢ny obor funkcie f(z) je

Dy = (=5,—m)U(0,7).
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Ulohy

V tlohach 1.1 — 1.90 najdite defini¢ny obor.

1.1 f(z) = 337;5 + 22

1.2 f(x):3x1—|—5+1—12x
1.3 f(z) = if:f
1450 = 5 s
1.5 f(x):xiz—i-m

1.6 f(x) =log; (2 — 1)

1.7 f(z) = \/51_7:17 +Inz
1.8 f(z) = 1 — ||

1
r— 2

1.9 f(z) = Vo —In(2z - 3) +

1.10 f(z) =vV1—xz+logz (z+1)

2 4
1.11 f(z) = Wi‘i{)) -t
5r — 1
1.12 f(l‘):bgo;:(T_'_l)—F V3 —x
vV )
1.13 f(z) = ln(‘;jx)
114 f(z) = m(:‘\/;‘”)
ve—1
1
2

118 f(z) =vV3 -2 +Vb+x

1

119 f(z) = ————=+V4z +9
9 —4x
1.20 f(z) = Va2 — 3z — 4
121 f( )_\/w2—3x—10
: T) =
3—a?
1.22 f(z) =
@) = s
1.23 f(z) =V -222+ 32+ 2+ Vx
1 3
1.24 f(x) = +
f@) Va2 —4r—-21 x -8
125 f(2) = V—a? + 5o 4 1+ —
' Va? -2z —8
1.26 f(z) = log, (2 — 4z + 4)
1.27 f(z) = log (z* — 1) + o
' -8 22 —4
In (2% — 32)
1.28 = —"
/() T +5
1.29 f( )—Lﬂo (23 — )
: e T g (2’ —
1.30 f(x) !
. x) =
4o? — 4z + 1
1.31 f(z) !
: I e ——
2x% — 5 — 3

1.32 f(x) = V2?2 +4z -5 -In(z +5)

1.33 f(x) =log, (2z 4+ 7) + !

Va? — 3z
1.34 f(x) = \/5172 + log (2 — 42 — 5)
— 2z
135 f(z) = 2—310?_(2;—3)

1.36 f(z) =1In (332—61:+9>
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1.37 f(z) =

1.38 f(z) =

1.39 f(z) =

1.40 f(z) =

1.41 f(z) =

1.42 f(z) =

1.43 f(z) =

1
In (1 — 42?)

ViZ — 52 +6
In (2x — 4)
In(z+4)

VaZ+z+6

logs (3 — 22 — 2?)
Vr—1

1
v +5

log (2% + 5z + 6)
NI
z+1

log (2% — 4) +

+ V1 —2z?

log, (3x — 5)

N
— &
|
8

w

0]
|

8
w

w
8

+
\)

&
|
w

8
(V)
|

—_

D

8
+
[N]

_l’_

_l’_

1.55 f(z) = In <x ! 4)

1.56 f(z) = logs <21$—+xl>

1.57 f(z) =log <5+2x - 1>

2 +6
1.58 =1
f(z) =log 713

150 10 oz, (1)

1

1.60 f(z) =log (logx) + T

1.61 f(z) =+/1—logx
log, x

V1-logyx
1.63 f(z) = In (1 - @)

1.64 f(x) =logs (lnx —1)

8

1.62 f(z) =

3 —x
et —1

1.65 f(z) =

1.70 f(x) = \/logy (1 + 5z)
171 f(z) = \/m

1.72 f(x) =
logg 4 (2x+4)
1.73 f(z) = 111(32%-533)

1.74 f(z) =+/1—log(z—1) +
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2

1.75 f(z) = 4 /log <:r . ) 1.83 f(z) = arcsin <$23> +In(3—2x)

|
)
8

3 — 2z

1.84 f(z) = arccos < ) + Va2 —2x—35

T+ 1
a‘:_

—_
N———

1.76 f(x) = y/logs (

2 )
1.85 f(z) = 4—x2—2arccos< T >

1.77 f(x) = 4 [logg 4

1-2 1
1.86 f(x) —arccos( 1 x) +—

Inx

T/_\

8

S
[\]
N——

1.78 f(z) = \/log (cosx)

3+ 2x 1
1.87 = i
1.79 f(z) = fsinz + /4 — 22 f(z) arcsm< 5 > + g
1.80 f(z) = arccos (x + 1) 1.88 f(x) = log (22° + 4z — 6) + arcsing
1.81 f(z) = 3arcsin (1 — 2z) 1.89 f(x) = arccos (z — 1) + m(jﬂi ¥

. 2r+1 1+2 4
1.82 f(x) = arcsin ( 9 ) + VI -3z 1.90 f(z) = arcsin;

1.2 Zakladné vlastnosti funkcie

1.2.1 Monoténnost funkcie

Funkcia f(z) sa nazyva rasttica (klesajtica) na mnozine My, My C Dy, ak pre kazdé x1,xo €
M také, ze x1 < xo, plati

f(@) < f(z2) (f(@) > f(@2).

Ak My = Dy hovorime, Ze funkcia f(z) je rastiica (klesajica).

Rasttica funkcia Klesajtca funkcia
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Funkcia f(x) sa nazyva neklesajiica (nerastiica) na mnozine M, My C Dy, ak pre kazdé
x1,x0 € My také, ze x1 < xo, plati

flo) < f(2) (fl@1) 2 f(22)):

Ak M; = Dy hovorime, ze funkcia f(z) je neklesajica (nerasttica). Kazdu neklesajicu
a kazdi nerastucu funkciu nazyvame monoténnou. Kazdu rasticu a kazda klesajucu funkciu
nazyvame rydzomonoténnou.

/ —

Neklesajiica funkcia Nerastiica funkcia

1.2.2 Ohranic¢enost funkcie

Funkcia f(x) je zhora (zdola) ohrani¢ena na mnozine My, My C Dy préave vtedy, ak existuje
také realne ¢islo K, (resp. k), Ze pre kazdé = € M plati f(x) < K (f(z) > k).
Funkcia je ohrani¢ena na mnozine M7, ak je zhora i zdola ohrani¢end na mnozine Mj.

y=f(x)

y=f(x)

J 0 \ x 0 x

Funkcia ohranic¢end zhora Funkcia ohranicend zdola

1.2.3 Parna a neparna funkcia
Hovorime, ze funkcia f(x) je parna, ak

1. pre Vx € Dy je (—x) € Dy,
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2. pre Vo € Dy je f(—x) = f(x).
Hovorime, Ze funkcia f(z) je neparna, ak
1. pre Vo € Dy je (—x) € Dy,

2. pre Vo € Dy je f(—x) = —f(z).

Graf parnej funkcie je stmerny podla osi o, pravouhlého stradnicového systému, graf ne-
parnej funkcie je simerny podla pociatku pravouhlého sturadnicového systému.

Péarna funkcia Nepérna funkcia

Plati:
e sucet alebo rozdiel dvoch parnych (neparnych) funkcii je parna (neparna) funkcia,
e sucin alebo podiel dvoch neparnych alebo dvoch parnych funkeii je parna funkcia,
e sicin alebo podiel jednej parnej a jednej nepéarnej funkcie je neparna funkcia.
1.2.4 Periodicka funkcia
Funkciu f(x) nazyvame periodickou, ak existuje kladné realne ¢islo p také, ze plati:
1. pre kazdé x € Dy je aj (v +p) € Dy a (v —p) € Dy,

2. pre kazdé x € Dy plati: f(x +p) = f(z), f(x —p) = f(x).

Najmensie kladné realne ¢islo p danych vlastnosti nazyvame zakladnou periédou funkcie
f(z) a ozna¢ujeme ho T

1.2.5 Prosta (jednojednoznacna) funkcia

Funkcia f(x) sa nazyva prosta, ak pre kazdé x1,x9 € Dy také, Ze x1 # o plati f(x1) # f(x2).

Veta 1. KazZdd rydzomonotonna funkcia je prostd.
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Y
f (‘xl) _f (xz) y= f(X)
;q 0 chz x‘

Funkcia nie je prosta na Dy

1.2.6 Inverzna funkcia

o)) )

Funkcia je prosta na Dy

Nech f(z) je prosta funkcia definovana na mnozine Dy s oborom hodnét H . Funkciu definovani
na Hy tak, ze kazdému y € Hy priradi ten prvok & € Dy, pre ktory plati y = f(x), nazyvame
inverznou funkciou k funkcii f(z). Inverzni funkciu k funkecii f(x) budeme oznacovat f=!(x).

Veta 2. Nech f(x) je rjdzomonoténna funkcia. Potom existuje k nej inverznd funkcia f=1(x).
Funkcia f~1(x) je rastica (klesajiica) vtedy, ak funkcia f(z) je rastica (klesagjica).

Pre funkciu f(x) a k nej inverzni funkciu f~!(z) plati:

e grafy funkcif f(z) a f~!(z) st osovo simerné podla priamky y = x,

° Df :qu, Hf:fol,

o Vz € Dy: f7Y(f(z)) =z, Vo € Hy: f(f () ==

fx)

Rv

f®)

Inverzna funkcia
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Postup uréenia predpisu inverznej funkcie k funkcii y = f(x):

1. Zistime, ¢i je funkcia y = f(x) prosta. Ak nie je (teda k nej neexistuje inverzna funkcia),
snazime sa urcit také intervaly defini¢ného oboru, na ktorych st prislusné parcidlne funkcie
(pozri str. 7) z funkcie f(x) prosté a inverzna funkciu hfadame pre tieto parcialne funkcie.

2. V rovnici y = f(x) navzajom vymenime z a y, t.j. dostaneme = = f(y).

3. Z rovnice x = f(y) vyjadrime y pomocou x.

Priklad 1. VySetrime parnost, resp. neparnost funkcie f(x).

a) f(z)=3z%+1, d) f(x) =zsinz,

3 -
b) 1) = 5y ) F@)= 3y
) fz) = ﬁ ) f(z)=In(1—a).
RieSenie.

a) Funkcia f(z) = 322 + 1 je definovana pre vietky realne ¢&isla x, t.j. pre Vo € Dy je aj
—x € Df.

Porovndme f(z) a f(—x). Pretoze
f(=z) =3(—x)’ + 1= =32 +1,

existuji @ € Dy také, ze f(—x) # f(z) a f(—x) # —f(x), teda funkcia nie je parna, ani
neparna.

3

b) Defini¢ny obor funkcie f(x) = x;v— 1 je Dy =R—{-2,2},t.j. pre Vo € Dy aj —x € Dy.
Porovname f(x) a f(—x). Plati
B ) M S
f( .CC) (—.%')2—4 1’2—4 - f(:[;)a
3
odkial vyplyva, Ze funkcia f(z) = — 1 je neparna.
x [e—

¢) Defini¢ény obor funkcie f(x) = 2:;3_ ]

Pretoze nie je splnend podmienka: pre Va € Dy je aj —x € Dy, funkcia f(z) nie je
parna, ani neparna.

je Dy =R —{3}.

d) Defini¢ny obor funkcie f(x) = xsinz je Dy = R, t.j. pre kazdé = € Dy je aj —x € Dy.
Plati
f(=z) = (—z)-sin(—z) = (—z) - (—sinz) = xsinz = f(z),

odkial vyplyva, Ze funkcia f(x) = zsinz je parna.
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x_

2 1
e) Defini¢ny obor funkcie f(x) = 1 je Dy =R, t.j. pre Vo € Dy je aj —x € Dy. Plati

feay= 201 ol 1o 2ol
200 41 L1 LZ

T 1420 241

—f(@).

Funkcia f(z) 2 -1 .
cia = e neparna.

unkeia f(2) = o;—— je neparn

f) Defini¢ny obor funkcie f(z) =1In(1 —x) je Dy = (—o0,1).
PretoZe nie je splnend podmienka: pre Vo € Dy je aj —x € Dy, funkcia f(z) =1In (1 — )
nie je parna, ani neparna.

Priklad 2. Najdime inverzna funkciu k funkcii f(x).

a) f(x)=a?, ) f(x) =V3—u,
d) f(z) =4In(3+ 2x),

4—x’ e) f(z)=2% +1.
RieSenie.

a) Definiény obor funkcie f(z) = 22 je Dy = R. Funkcia je parna a na intervale (—oo,00)
nie je prosta. Inverzna funkcia k nej neexistuje. Z grafu funkcie (pozri str. 23) je zrejmé,
7e parcialne funkcie f(z) = 2%, x € (0,00) a f(x) = 22, € (—00, 0) st prosté a existuji
k nim inverzné funkcie.

Hladajme teraz inverzni funkciu k funkcii f(x) = 22 na intervale (0, c0). Definiény obor

funkcie je Dy = (0, 00) a obor hodnot Hy = (0, 00). Funkcia je rasttica a teda prosté, preto
k nej existuje inverzna funkcia f~!(x), pricom Dy =Hy = (0,00), H-1 = Dy = (0,00).
Uréime inverznu funkciu:

z =y

y?=x.

Pretoze Hy-1 = (0,00), inverznou funkciou k funkcii f(z) = ?

funkcia

na intervale (0,00) je

@)y =V, z € (0,00).

Hladajme teraz inverzni funkciu k funkcii f(z) = 2% na intervale (—oo, 0). Defini¢ny obor
funkcie je Dy = (—00,0) a obor hodnot Hy = (0, 00). Funkcia je klesajtica a teda prosta,

preto k nej existuje inverzna funkcia f~!(z), pricom
Dy =Hy = (0,00), Hp-1 = Dy = (—0,0).
Uréime inverznu funkciu:
r=y°,
y?=uz.
2

Pretoze Hy-1 = (—00,0), inverznou funkciou k funkcii f(z) = x
funkcia

na intervale (0, 00) je

fYz):y=—Vz, x € (0,00).
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b) Defini¢ny obor funkcie f(z) = 1

3 2
v je Dy =R — {4}, obor hodnét Hy =R — {-3}.

—x
Funkcia je na celom defini¢cnom obore rasttica a teda je prosta. Existuje k nej inverzna
funkcia f~1(z) definovand na mnozine Dy-1 = Hy = R — {—3}.
Urcéime inverzna funkciu:

3y + 2

T = ,
4—y
4x — 2=3y + xy,

y(3+ ) =4z — 2,

4z —2
V=3
2
Inverznou funkciou k funkeii f(x) = S je funkcia
4o — 2
~1

ry=———, v € R—-{-3}.
@) y=2"2 s er—{-3)

Defini¢ny obor funkcie f(z) = v3 —x je Dy = (—00, 3), obor hodnoét Hy = (0, 00). Fun-
kcia je klesajiica a teda prosta. Existuje k nej inverzna funkcia f~!(z), ktora je definovana
na intervale Dy-1 = Hy = (0, 00).

Uréime inverznu funkciu:

r=+/3 — v,
x2:3—y,
y=3— 2.

Inverznou funkciou k funkcii f(x) = v/3 — x je funkcia f~1(z) : y =3 — 2%, 2 € (0,00).

Defini¢ny obor funkeie f(2) = 41n (3 + 22) je Dy = (=3, 00), obor hodnét Hy = (—o0, 00).
Funkcia je rastiica a teda prostd. Existuje k nej inverzna funkcia f~!(z), ktora je defino-
vand na intervale D;1 = Hy = (—00, 00).

Uréime inverznu funkciu:
r=41n (3 + 2y),

7=In(3+2y),
I

er =3+ 2y,
el —3= 2y,
e%2_3 _y7
e%f—?)

Defini¢ny obor funkcie f(z) = 2" +1 je D; = R, obor hodnét H; = (1,00). Funkcia
je rastiica a teda prosta. Existuje k nej inverzna funkcia f~!(x), ktora je definovana
na intervale Dy-1 = Hy = (1,00).



