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Predhovor

Stucasna doba kladie velky doraz na dosiahnutie vysokoskolského vzdelania. Zo spolocenskych potrieb sa do
popredia opét dostdvaji smery technického zamerania. Zvladnutie $tudia technickych disciplin a potom né-
sledné pretavenie ziskanych vedomosti a skiisenosti do praxe sa nemoze zaobist bez kvalitného matematického
zékladu.

Jednou z najcastejSich pri¢in zanechania $tidia na vysokjch skolach je prave nezvladnutie matematickych
predmetov. Cielom tejto zbierky je zopakovat a prehibif tie poznatky zo stredogkolskej matematiky, ktorjch
poznanie je dodlezité pre zdkladny kurz vysokoskolskej matematiky.

Zbierka je rozdelena do 8 kapitol. Kazda kapitola obsahuje mnozstvo podrobne riesenych prikladov a neriese-
nych dloh réznej obtiaznosti s uvedenymi vysledkami. V kapitolach je uvedeny teoreticky zaklad uciva, ktory
mé slizit ako pomédcka pri rieSeni tloh. Na konci kazdej kapitoly st Styri testy, pricom vyrieSenie tychto
testov pomdze Citatelovi zorientovat sa v tom, ¢i zvldda prislusni tematicka oblast.

Sme presvedceni, ze prepocitanie tejto zbierky prispeje k bezproblémovému $tudiu a Gspesnému zvladnutiu
sktsok z matematickych predmetov nielen na Technickej univerzite v Kosiciach, ale aj na inych vysokych
skolach technického zamerania.

Citatelovi by sme tiez radi dali do pozornosti publikiciu Podporny kurz zo zdkladov vysokoskolskej mate-
matiky, M. Andrejiovd, Z. Kimdkovd, TUKE, Kosice 2012. Ako uz jej ndzov napoveda, zbierka obsahuje
rozsiahly materidl zakladného kurzu vysokoskolskej matematiky.

Spoloénou snahou tychto dvoch zbierok je prispiet k odbtiraniu strachu a stresu z matematiky a poukézat
na to, ze matematika moze byt zaujimava a zabavn4.

Chceli by sme sa podakovat RNDr. Zuzane Kiméakovej, PhD. a Mgr. Marcele Lascsédkovej, PhD. za starostlivé
precitanie textu a prepocitanie prikladov a tloh a mnozstvo pripomienok a navrhov, ktoré vyraznou mierou
prispeli ku skvalitneniu tejto zbierky.

Kosice, jun 2012

autori



Ciselnou mnozinou nazyvame taki mnozinu, ktorej vSetky prvky su éisla.

Prirodzené éisla ... N ... N={1,2,3,...}
Mnozina vSetkych prirodzenych ¢isel je uzavreta vzhladom na operacie séitania a nasobenia.

Celé ¢isla ... Z ... Z=A{...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}
Mnozinu celych ¢isel dostaneme rozsirenim mnoziny prirodzenych ¢isel o nulu a opacné ¢isla k prirodzenym
¢islam. Mnozina vSetkych celych ¢isel je uzavretd vzhladom na operacie séitania, odéitania a nasobenia.

Raciondlne ¢isla ... Q
Kazdé raciondlne ¢islo sa dé zapisat v tvare podielu

B, pPEZL qeN,
q

teda v tvare zlomku. Cislo p nazjvame ¢itatel a ¢islo ¢ menovatel zlomku. Tento spdsob zépisu vSak nie je
jednozna¢ny. Medzi vSetkymi zlomkami, ktorymi mézeme zapisat dané racionalne ¢islo, existuje jeden, kto-
rého Citatel je nestudelitelny s menovatelom. Hovorime, Ze racionalne €islo je zapisané zlomkom v zékladnom
tvare.

Mnozina vSetkych racionalnych ¢isel je uzavreta vzhladom na operacie séitania, odéitania, ndsobenia a dele-
nia.
1 2 5 100
1.1. Zlomky —, -, —, —— oznacuju to isté raciondlne cislo.
Y9 1 10 200 J

Pravidld pre pocitanie so zlomkami. Nech a,c € Z, b,d € N, ¢ # 0. Plati.

. L a ¢ ad=xbc
s¢itanie (odcitanie) zlomkov 3 3E == "
. a ¢ ac
ndasobenie zlomkov 77 = v ) )
a ¢ a a
delenie zlomkov ZE:ZZ:E
1.2. Vypocitajme.
a)%+£:3-3;7-2:941—214:%' b)_§+2:—3—g2-5:—3;—10:;
932 82 32 12 2 @3, 738 324 821 6
59 5.9 5.3-3 5-3-1 15 48 4 7 4 7 1 7

Iraciondlne ¢isla ... 1 »
Iracionélne &isla st éisla, ktoré sa nedaju zapisat v tvare zlomku =, p € Z, ¢ € N. Prikladom iracionalnych
q

¢isel st /2, /3, m, sin10° e, . ...



Ulohy

1.1. Vypocitajte.

1 3 5 1 3
— + 1. - —1. - —1. —— 4+ 1. —— —1.
a) 5 + b) 1 c) G d) 5 + e) 5
2 3 3 N3 . 3
1.2. Vypocitajte a zjednoduste.
2 5 3 7 3 6 5 3 2
S b) - — = S d) -+ 2. -
) 5+ 1 ) =176 95 10 ) 575 ©) 13
4
9 7 3 6 3 2 o 15
f)—- | —=]. - —. — 2. i D= =
) 14( 6) 8) 51 h)5:2 8y D5
5
Vysledky
3 1 1 1 5 5 1 1 5 7
49 23 9 61 3 3 3
1.2. —. b) ——. ——. —. ——. f) —. 1 h) —. i) 12.
2) 50 12 Y 4 300 Y10 )1 ® TR

N2
J)§'

1.2 Realne disla

Redlne ¢isla ... R
Mnozina, ktord obsahuje vSetky raciondlne a iracionélne ¢isla, sa nazyva mnozina redlnych cisel.

Medzi jednotlivymi mnozinami platia nasledujtice vztahy

NCZcQcR, QUI=R, QnI=0.

Mnozina vSetkych redlnych éisel je uzavretd vzhladom na operécie s¢itania, od¢éitania, nisobenia a delenia.
Pre operéacie s redlnymi ¢islami platia tieto pravidla. Nech a,b,c € R.

Pravidld pre vztah rovnosti

a=a reflexivnost
a=b=b=a symetrickost
a=bb=c=>a=c tranzitivnost

Pravidld pre séitanie
a+b=b+a komutativnost
(a+b)+c=a+(b+c) asociativnost

a+0=0+a=a existencia nulového prvku

VaeR,IbeR:a+b=0 existencia opacného prvku k prvku a, oznacenie b = —a




Pravidld pre ndasobenie

ab = ba komutativnost
(ab)c = a(be) asociativnost
a-l=1-a=a existencia jednotkového prvku

VaeR—{0},F3beR:a-b=1 existencia inverzného prvku k prvku a, oznacenie b = %

(a+b)c=ac+ be distributivnost

Na mnozine realnych ¢isel je definovand reldcia usporiadania, teda redlne ¢isla st usporiadané podla velkosti.
Na oznadenie usporiadania sa pouziva vztah mensi <, respektive vacsi >.

Absolitna hodnota redlneho ¢isla. Ku kazdému redlnemu ¢islu ¢ mozeme priradit prave jedno nezdporné
redlne ¢islo, ktoré oznacujeme |a| a nazyvame absolitna hodnota ¢&isla a. Plati

1 a, aka >0
al| =
—a, aka<0.

Absolatna hodnota ¢isla a vyjadruje jeho vzdialenost od nuly.

1.3. Plati |—4] =4, [3[=3,[0/=0, | —2,72| =2,72, | — n| = .

Okrem séitania, odéitania, ndsobenia a delenia mozeme redlne ¢isla aj odmocnovat.
Mocniny ... n-td mocnina ¢islaa ... a”
a — zdklad mocniny (mocnenec)

n — exponent (mocnitel)

e mocniny s prirodzenym exponentom a € R, neN
a' =a, a"'=a-a"

e mocniny s celociselnym exponentom a€R, neZ

Ak n =0, a # 0, tak definujeme a° = 1.
Ak n <0, a # 0, tak definujeme a™ =

a—"n’

e odmocniny a€R, neN
Ak a > 0, tak n-ta odmocnina ¢isla a je také kladné realne ¢islo x, pre ktoré plati
2" = a. Cislo z ozna¢ujeme symbolom {/a alebo ar.
Ak a < 0 a n je neparne, tak definujeme /a = —/—a.

e mocniny s raciondlnym exponentom a€R,a>0,p€eZ,qeN

of = v = (Ya)’

e mocminy s redlnym exponentom a,r €R,a>0 ... a



Pravidld pre pocitanie s mocninamsi

e gMm.-q" =qgmt" o agn = Yam
e a":a"=a™ " o Va-b= t/a- Vb
a_ 3a
° a™)? = gmn o n/_ —
] aOZ]. ° {1/6: am:nmai
1 @
-n _ n/om — n/omx
ca= .« (Y@ =a
o (a-b)m=am-bm e (ta)"=a
a\" a"
o | — = —
b b
a\ " b\"
° = = (| =
b a
1.4. Vypocitajme.
0
2 1 1 3-4+1 13
a)(—2)2+2—2—(7> =dt g l=d+ g -l="r—=—"

1 1
1N /4N 2 9\ 2 9 3 2.2+43 7
b) | = — =921 Z) =2 =94 = = —.
)<2> +(9) +(4> V1T s 2 2

1.3. Vypocitajte.

a) 20, b) 23. c) 2°5. d) 3-10%
f) 371 g) V4. h) v/=8. i) 42,

1.4. Vypocitajte.
a) V/64. b) /—27. c) (-1)* d) (—1)2+!

f) (3) g) (287> h) V18. i) \/i

1.5. Vypocitajte.

a) 30, b) 41, c) 575, d) (-3)~*

f) 83. g) 362. h) <g)_2. i) 92.

O BIC O R
1.6. Vypoditajte.

a) 186;. b) % ¢) VI3 - V2T, d) /168,

h) 817 + 161.

o1\ 2 /24
f)2<(2~22)2) 9

10

i) 1253 .57 .




) 3
k) VIS VI3, ) VI, m[(3) et “’m@ﬁ‘ 0) Zo

1.7. Zjednoduste.
(V15-/27)73 39

a) 52 - 25704 .125. 55, b) ¥/6,4 - /56 - /0, 409. c - .
) ) ) (255 -95)-2 V272
23 4+ 24 427 0\ !
d) 25 +26 427, L e e f) 50 = )
) ®) o5 )5+ 15
g) 272 + 122, h) v/32 + /50. i) 2. V16 + 12 - /64 + ¥/250.

1
1.3. a) 1. b) 8. c) 32. d) 30000. e) 0, 005. f) 3 g) 2. h) Neexistuje. i) 2.

e
14.a)4. b)-3. ¢)l. d)-1. e) % f) g g) % h) 3v2. i) ¥ j) i.
15.a)1.  b) % 0) 515 d) 8i1 e) 6i4 £)16. g 6. h) g 03 j) i
k) 237 1) liﬁ m) g n) % 0) 9

16.a)1. b)125. ¢)8l. d)8 e)23i. f)2%. g)2i. h)1l.  i)v/5.  j)20.

k) 6/6. 1)275. m)5 n) -2  o)-.

1.7. a) 5%, b)?. )35, d)7.2% e)%. £)6. g 5/3  h)ovZ i) 4572

Komplexné ¢isla st ¢isla tvaru

z =a+ bi,
kde a,b € R a i je imaginarna jednotka. Plati 2 = —1. Cislo a nazyvame realna ¢ast komplexného ¢&isla z,
éislo b nazyvame imagindrna ¢ast komplexného ¢isla z. Oznacujeme a = Re z, b = TJm 2.

e Ak b =0, t.j. z=a+ 0i = a, tak dostdvame redlne ¢islo.

e Ak a =0, t.j. z =0+ bi = bi, tak komplexné ¢islo nazveme rydzo imaginarne.
Dve komplexné ¢isla z; = a1 + bii, 29 = ag + bt sa rovnaji, ak sa rovnaju ich redlne a imaginarne cCasti,
teda ak a1 = as a by = bs.
Ku kazdému komplexnému éislu z = a + bi modzeme priradit ¢islo komplexne zdruZzené (konjugované)

Z=a — bi.

11



Pre pocitanie s komplexnymi ¢islami plati.

scitanie (odcitanie) komplexnych éisel (a+bi)x(c+di)=(atc)+ (bxd)i
ndsobenie komplexnych cisel (a+bi)- (c+di) = (ac — bd) + (ad + be)i
a+bi a+bi c—di (ac+bd)+ (bc— ad)i

delenie komplexnych cisel i di Cexdi e—di 2P

1.5. Vypocitajme.
a) (B3+5)+(-2+2)=B-2)+(5+2)i=1+7i.
b) (5—-2¢)—(6+3i)=(5—-6)+(-2—3)i=—1—5:.
c) (1+2i)-(2—3i)=1-2—1-3i+2i-2—2i-3i =2—3i+4i—6i> =2+i—6-(—1) = 2+i+6 = 8+i.

245 245 1-3i 2—6i+5—15% 2—i+15 17—i 17 1
= = = = =— — —1q.

d — ) - = = =
)1—|—3i 1+3: 1—3 1 — 942 149 10 10 10

Pre mocniny imaginarnej jednotky ¢ dostavame

=1,

i? -1,

PP =i-i?=i-(=1) = —i,
it=i-id=i-(—i)=1,

Pre kazdé nezaporné celé ¢islo k teda plati.

it =1
i4k+1 =
,L'4k:+2 = 1]
7;4k+3 = —4
1.6. Plati 127 = #3143 — 431 8 — 1.8 — 8 — _j,

Okrem algebraického tvaru komplexného ¢isla z = a + bi pozname aj jeho goniometricky tvar
z = |z|(cos ¢ + isin @),

b

kde |z] = Va? + b2 a cosp = ﬁ, singp = 5k Cislo |z| naz§vame absoltitnou hodnotou alebo modulom
z z

komplexného &isla. Cislo ¢ nazyvame argumentom alebo amplitidou komplexného é&isla.

Stvis medzi tymito tvarmi je zrejmy, ak zakreslime komplexné ¢islo do Gaussovej roviny komplexnych ¢isel,
pozri Obr. Os z sa nazyva realna os, os y sa nazyva imaginarna os.

Kazdému bodu tejto roviny zodpoveda jedno komplexné ¢islo z = a + bi, priCcom a je z-ova stradnica a b
je y-ova stradnica tohto bodu. Body, ktoré sa nachddzaji na x-ovej osi reprezentuju redlne c¢isla, na y-ovej
osi sa nachddzaji rydzoimaginarne ¢isla. Absoliutna hodnota komplexného ¢isla |z| predstavuje vzdialenost
bodu znazoriujiceho komplexné éslo z od poéiatku stiradnicového systému O, odpoveda teda dizke tisecky
Oz. Argument komplexného éisla ¢ predstavuje uhol, ktory zviera tsecka Oz s kladnou ¢astou reélnej osi,
pri¢om velkost uhla uvazujeme v smere proti pohybu hodinovych rudiciek.

12



Im

Obr. 1.1: Gaussova rovina komplexnych ¢isel.

1.7. Zapisme dané komplexné cislo v goniometrickom tvare.
a) 2. b) —3. c) 2i. d) 1—q.

Pri rieSeni vyuzijeme vzorce
a
|z2| = Va? + b2, cosp=-—
a) Kedze 2 = 2 + 07, dostavame

2 0
12| = V22 +02=V4=2, cosapzizl, Sinap:§:0.

Zrejme ¢ = 0. Teda
2 =2(cos0+isin0).

b) Pre —3 = —3 + 0, dostavame

3 0
|73|:\/(73)2+02:\/§:3, cosgo:fg:fl, singo:g:O,

teda ¢ = m. Potom
—3 =3(cosm +isinm).

¢) Uvazujme komplexné ¢islo 2i = 0 + 2, potom
0 2
|2i] = /02 + 22 =4 =2, (:0590:5:07 sin<p:§:1.

RieSenim je ¢ = g Teda

0 m
21=2 — +isin - ).
1 <0052+251n2>
d) Pre modul komplexného ¢isla 1 — ¢ plati

1 —i| =124+ (-1)2 = V2.

Argument ziskame rieSenim ststavy rovnic

V2o
=—, sinp=—

cosp = 5

o[

-
-

, e e (ks
Lahko sa zisti, ze rieSenim je ¢ = R Teda

7 7
l—i:\/§<cosj+isinz>.

Poznamenajme, Ze pri vyjadreni argumentu ¢ mozene pouzit napriklad kalkulacku. RieSeniu goniomet-
rickych rovnic sa budeme podrobnejsie venovat v [5] kapitole Goniometria.

13



Na Obr. sl zndzornené komplexné &sla z; = 2, 20 = =3, z3 =21 a 24 = 1 — 4.

Im

29 = —3 Re

Obr. 1.2: Komplexné ¢isla z; = 2, zo = —3, 23 = 2i a z4 = 1 — i v Gaussovej rovine komplexnych ¢isel.

4 4
Priklad 1.8. Zapisme komplexné cislo \/§<COS % + i sin ;) v algebraickom tvare.

4 4 1
Riedenie. \/§<cos % + isin ;) — \/§<—2 - z‘f’) - —? - %z .

Naésobenie, delenie a umocnovanie komplexnych ¢isel je jednoduchsie, ak st dané ¢isla zapisané v goniomet-
rickom tvare. Nech z; = |z1](cos @1 + isingy) a 22 = |22|(cos ¢ + isin ps) st komplexné ¢isla. Plati

ndsobenie komplexnych cisel 2122 = |21]|22](cos(p1 + p2) + isin(p1 + @2))
. L 2 e .
delenie kompleznych cisel — = m (cos(ip1 — 2) + isin(pr — ¢2))
z9 z9
umocriovanie komplexnych éisel (Moivreov vzorec) 2" = (|z|(cos ¢ + isin cp))n = |z|"(cos ny + isinnp)

Priklad 1.9. Vypocitajme (1 —i)'2.

7 7
Riesenie. Podla Prikladu(l.7|d) plati 1—i = ﬂ( cos Zﬂ-—i—i sin Zﬂ . Vyuzitim Moivreovho vzorca dostavame

(1-i)2=2" (cos (12 : T) +isin (12 : T)) = 26(cos 217 + isin217) = 26(—1+i-0) = —26 = —64.

Vyuzijuc vztah e'? = cos ¢ + i sin ¢, dostaneme exponencidlny tvar komplexného &isla

z = |z]e®.
Ulohy
1.8. Vypocitajte.
a)i— (3—2i). b) B3+ 7))+ (2—4i). ¢) (3+5i)—(12—67). d) (6+ 7)) — 3(—4+ 24).
e) 2i- (—4i). f) (2+3i) - (4 —Ti). g) (24 57) - (3 —1). h) (1414)-(1+ 29).
4 2+1 345t 1—14
i) —. j . k . 1 .
3 = ) 5= ) 553
1.9. Zapiste nasledujtice komplexné ¢isla v goniometrickom tvare.
a) 5. b) —7. c) 3i. d) —4i. e) 2+2i.
f) 2 — 2. g) —2+ 2i. h) —2 — 2. i) 14 /3. i) % — ?z

14



1.10. Zapiste dané komplexné cisla v algebraickom tvare.

a) 2(cos 3 +ising). b) 4(cos0 + isin0). c) 3(cos Im +isinim).
1.11. Vypocitajte.
20
a) (5(cos 1707r+isin1707r)> . b) (1—\/§i)7. c) (1414)3°. d) (—\/g—i—i)m.
Vysledky

1.8. a) ~3+3i. b)5+3i. ¢)-9+11i. d)18+i. e)8  £)20-2.  g) 11+ 13
h) —1+3i. i) —4i.  §)1-2. k) i+ 1)i-2;

1.9. a) 5(cos 0+ isin0). b) 7(cosm + isin). c) 3(cosZ +isin%). d) 4(cos 2F +isin 3T).
e) 2v2(cos T +isinZT).  f) 2v2(cos T +isin ). g) 2v/2(cos T +isin 27).
h) 2v/2(cos 5T +isin5T). i) 2(cosE +isin%).  j) 1(cos 3 4 isin ZF).

1.10. a) 2. b) 4.  c) -5 3

N

1.11. a) 5. b) 26(1—+/3i).  ¢) 2'7(=1+4). d) 283(1—V3i).
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1.4 Testy

1.4.1 Test 1

V nasledujtcich tlohéch zvolte spravnu odpoved, resp. spravne odpovede.

45
1.1. Racionalne ¢islo = oznacuje to isté ¢islo ako zlomok

5 3 6 9
A) - B) -. C) —. D) —.
) 3 ) 5 ) 10 ) 25
1
1.2. Spravne usporiadanie ¢isel g +1, Z —3 a g : % je
5 1 3 9 3 5 1 3 9 3
A)-—-=-:—<=-+1. B)-—-<-:—<-+1.
)4 3 822<2+ )4 3<8 22<2+
5 1 3 3 9 3 5 1 3 9
S <1<t D)S4+l<>—-<=:—,
C)4 3<2+ <8 22 )2+ <4 3<8 22
28 _i
1.3. Cislo (W) sa dé zjednodusit na tvar
A) 16 B) 45 ) 4 = 3859
15° 4 45° ) 27
1.4. Cislo 8177 - 373 sa rovna &islu
A) 32, B) (V3)". C) V373, D) (¥/3)".
1.5. Delenim komplexnych éisel (3 + 4i) a (2 + i), v danom poradi, dostaneme éislo
A)2—q. B) 1+ 2. C) 2+i. D) -2 —i.

Spravne odpovede: B a C, A, B, D, C.
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V nasledujtcich tlohéch zvolte spravnu odpoved, resp. spravne odpovede.

1.

Racionalne ¢islo 5—217 oznacuje to isté ¢islo ako

9
A) —. B) 9-v3. C) 3. D .
) v )93 ) ) V3
e 2\~
. Cislo [ —— sa d4 zjednodusit na tvar
(82 oV 16) )
A) 2. B) 27 C) 1. D) 32.
1 1 5
. Spréavne usporiadanie ¢isel v/5, 5 a % je
1 1 5 1 1 5
A) Vo< o= —=< —. B) - <—=<— <5
) 5 V5 5 ) 5 5 b5 V5
1 1 5 Vv 1 1
C)-<—==—<+b. D) — < —<+Vbh<-.
) 5<F=75 <V° SR
. Delenim komplexnych éisel (1 + 3i) a (3 + i), v danom poradi, dostaneme éislo
3+ 4i 6 + 8¢ 1 )
A . B . =, D) 3i.
) 75 ) 710 ©) 3 ) 3

. Vyznacte ¢islo, ktoré patri do mnoziny prirodzenych ¢isel

) Y2 B) (V3)" c) V5L D) (¥3) "

Spravne odpovede: B, A aD,C, A aB,C.

17



V nasledujtcich tlohéch zvolte spravnu odpoved, resp. spravne odpovede.

13 /2N?* .
1. Cislo= +-— [ = + 67! patri do mnoziny

3 4 3
A) N. B) R. C) Z. D) (0, 3).
2 2 2 1
2. Spravne usporiadanie cisel 3~ 1, g : ?7 a % + 3 + 12 je
2 9 21 9 2 1 2 9 21 9 2 1
Ay 1= 2 B)- 1<o:2Lc2y 2,
) 3 2 2 4 * 3 + 12 ) 3 2 2 4 3 + 12
9 2 1 2 9 27 9 27 2 9 2 1
C)-+Z+—-—<Z-1<2:2 D)-: > <Z_1<Z424 -
)4+3+12<3 -2 2 )2 2 73 _4+3+12
3. Vyndsobenim komplexnych ¢isel (3 4 2i) a (4 — i) dostaneme ¢islo
A) 12— 2. B) 14 + 5i. C) 10 + 5. D) 14 — 5i.
V32 - 27
4. Cislo ——— sa d4 zjednodusit na tvar
12 -4/72
2 3
A) 1. B) -. C) =, D) 1,5.
3 2
5. Algebraicky tvar komplexného ¢isla 2( cos 5 +isin g) je
A) 2. B) 1+ 2. C)2+i. D) 2 —i.

Spravne odpovede: B a C, B, B, CaD, A.
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V nasledujtcich tlohéch zvolte spravnu odpoved, resp. spravne odpovede.

256
1. Racionalne ¢islo Ty oznacuje to isté ¢islo ako

16 64
A) —. B) 3-16. C) 4. .
3 12
2. Algebraicky tvar komplexného ¢isla 1 — 10i — (4 +7) - (2 — 3i) je
A) 11— B) —10. C) 10. D) 11i.
15 -4/27
3. Cislo (\ﬁ) sa da zjednodusit na tvar
V25 -4/48
9 3 2
A) -. B) —. —. D) 5.
) 7 ) OF )
5 1 6 5 2 3
4. d l-—2 —:—a-+-—=]
Spravne usporiadanie ¢ise 1 3525 + 3 g d°
1 6 5 2 3 5 2 3 1 6
772 - -+ - —= B)-—-2=-+-—-—=-=-:-.
A) < 3°5 6 + 3 2 ) 6 + 3 2 35
5 5 2 3 1 6 2 3 1 6 _5
C)-—-2<=-4+-—=-<=-:-. D= et
)17 2<st37 235 )6t37 35353
, 5 3 2
5. Upravou vyrazu 1 57 \3 —|— dostaneme ¢islo, ktoré patri do mnoziny
A)N B) R. C) L D) Z.

Spravne odpovede: A aD,B,C,C,AaBaD.
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Algebraicky vyraz je vyraz, ktory je vytvoreny z Cisel, premennych, znakov matematickych operacii a vysled-
kov operacii.

Defini¢ny obor vyrazu je mnozina vSetkych takych hodnot premennych, pre ktoré ma algebraicky vyraz
zmysel. Pri urcovani definicného oboru vyrazu sledujeme obdobné podmienky ako pri definiénom obore
funkcie, vid tiez [3] kapitolu Funkcie.

1. Viraz v menovateli zlomku must byt rézny od nuly.

2. Pre redlne virazy musi byt pod pdrnou odmocninou nezdporny vyraz.

Pod dpravou vyrazu rozumieme nahradenie vyrazu inym vyrazom, ktory sa mu na danej mnozine rovna a ma
ziadany tvar. ZjednoduSenie vyrazu je iprava, po ktorej dostaneme vyraz s mensim poctom zatvoriek, ¢lenov
a premennych.

2.1. Zjednodusme vyrazy a urcéme, kedy maji zmysel.

22 1 1\? 22 +3x—4 3 +202 —x—2
- . Sr -4 d .
a) o By oz Ve ( ) ) T ) ¥t -

X

332 xr-x
a) = =22y
X X

KedZe vyraz obsahuje zlomok, je definovany len pre x # 0.

(M

1 1\’
b) xzﬁ(> :x.x72.$%.173:x172+%73:x7 .

Dany vyraz obsahuje zlomok a parnu odmocninu. Musia byt teda splnené nasledujice dve podmienky.
I. podmienka pre zlomok ... z # 0.
II. podmienka pre parnu odmocninu ... x > 0.

KedZe podmienky I. a II. musia platif stcasne, dostavame x > 0.
¢) ?4+3x—4 (z—1)(xz+4) (z+4)
22—1  (z—1(z+1) (z+1)

Vzhladom k tomu, %e menovatel zlomku musi byt rozny od nuly dostdvame podmienku
?—1#0 & (z-1D@+1)#0 & x#=+l

d) 420 —2-2 e +2)—(x+2)  (@+2)(x*-1) )
(@2 +32+2)(z—1) (z+D)(x+2)(xz—-1) (z+2)(22-1)
Aj v tomto pripade musi byt menovatel zlomku nenulovy, teda
(2> +32+2)(z—1)#0 & (z+D(@+2)(x—-1)#0 & x#-2+1.

Dva algebraické vyrazy sa rovnaju na nejakej mnozine M, ked pre vSetky pripustné hodnoty premennych
nadobudaji oba vyrazy rovnaka hodnotu.

, p xz ., v . p ; yr .,
2.2. Napriklad vjrazy /T a — sa nerovnaji na mnoZine nezdpornych redlnych cisel. Rovnaji sa
x

vsak napriklad na mnoZine kladngch redlnych cisel. Poznamenajme, Ze mnozina kladngch redlnych cisel je
najvic¢sia mnoZina, na ktorej sa tieto vyrazy rovnaji, kedze vyraz \/x je definovany pre x € (0,00) a vyraz

2 je definovang pre z € (0,00).

VT
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Vypocet hodnoty algebraického vyrazu vykondme dosadenim danych hodndét premennych za jednotlivé pre-
menné a vycislime takto vzniknuty c¢iselny vyraz.

2.3. Uréme hodnoty nasledujicich vyrazov pre dané x.

24 1
a) 2_’_2 pre x = 2. b)%pr@x:l. c) e (2?2 —1) prex=0.
24 -2 2
a) L _ @@=+ o 5 9oy,
r+2 =2 z+2 =2 r=2
b)lni _1“71_,_0
z |, 1 1 7
c) e (z?—1)| _,=€"-(0*-1)=1-(0-1)=-1.

2.1. Upravte nasledujice vyrazy a urcte podmienky, kedy maji vyrazy zmysel.
NG 29z ab? \ 2
Yo b) . c) .
x? V2

d 22 . (12 —b\’ 3 5 5 2,3\1 1.3
[y ) () @ 2yE-aVaT+ 2V ) (atbi)? - (ald

a?
2.2. Upravte nasledujice vyrazy a urcte podmienky, kedy maji vyrazy zmysel.

a) (—3z)2(—32)°. b) (_m)z(2>3<—ﬂf)5, 0) M

(zy?) =

d) %5(—595)2(—33@)3 (;1)5 e) ¢ (””j;) N ) W

2.3. Zjednoduste nasledujtiice vyrazy a urcte podmienky, kedy maja vyrazy zmysel.

252y%23 42223 24 2zy3\
) ———. b) ————. c) .
1523922 6xyz? 812y
d x2yz3 -3 ) ab?z 16a2b 27xab ¢ Sxyz 2 4x2y —2
— 77 ) e : . . . .
) 2hy5 22 2a%b "\ 92%2a  2zb? ) 1622y 2ay3
2.4. Najdite najvicsiu mnozinu, na ktorej sa nasledujice vyrazy rovnaju.
2
-9
a) Va2, ()2 b) z 3 x + 3.
T —
c) ol d) (z—4)2 — (z+4)2, —16a.
z+1’ ' ’
2.5. Stanovte hodnoty vyrazov pre dané x.
a) 622 —6r —36 prexr = -2, =23 b) 322 —12 prex = -2, v =2.
c)ze *(2—1z) prex=0,z=2. d)e:(2z—1) prez=0,z=3.
4z + 12z 2—-Inzx
e) ———= rex=0z=1. f - rex=e, r=e>.
) (22 —1)3 P ) zln®z P
32% — 6 ex(2z +1
g)m prez =0, z = L. h)% pre z =0, z = 3.
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21.a)z 2, 2>0. b)yv2z 5,2>0. ¢)(ab) b a#£0b£0. d)—ba> a#0,b#0.

e)4x%,x>0. f) Vab,a>0,06>0.
4
2.2. a) —(3z)", x e R. b) f%, x # 0. c) z2y?, x>0,y > 0. d) 45, x # 0. e) vz, z > 0.

f)d?—yg,l‘#o,y#o.

522

4
x#0,y#0,z#0. b) Twy?z2?, 2 #0,y #0, 2z # 0. c)y—i,x#O,y#O.

3 b3 32y6
d)x6y12z 3’.7;7&072/7&0’27&0, G)M,JZ#O,G#O,IJ#O. f)W,x#O,yséO

2.4. a) (0,00). Db)R—{3}. ¢)R-{-1}. d)R.
2.5.a) 0,0.  b)0,0. «¢)0,0. d)—1,0. e)0,nedefinované. f) e ',0. g)0,—32.
h) Nedefinované, 32¢2.

Pozndmka 2.1. Rozlisujeme niekolko typov vyrazov, napriklad mnohocleny, raciondlne lomené vyrazy, vyrazy
s mocninami a odmocninami, vyrazy s absolitnou hodnotou, vyrazy s komplexnymi ¢islami, goniometrické
vyrazy, vyrazy s kombina¢nymi ¢islami a faktoridlom a iné.

Mnohoclen (polyndm) n-tého stupria P,(x) jednej premennej x je vyraz tvaru

Po(2) = ana" 4+ ap_12™ '+ + a1+ ag,  an #0,

kde n je prirodzené ¢islo a ag, a1, as,...,a, st redlne ¢isla, ktoré nazyvame koeficienty (konstanty) mnoho-
¢lena. Vyrazy apz®, k =0,1,2,...,n st ¢leny mnohoclena.

Py(x) =ag ... mnohoclen nultého stupnia — absolitny mnoho¢len,

Pi(z) =ajx4+ay ... mnohoclen 1. stupiia — linedrny mnoho¢len,

Py(z) = asx® +a1x+ay ... mnohoélen 2. stupiia — kvadraticky mnoho¢len,

Ps(x) = asx3 + asx® + a1z + a9 ... mnohoélen 3. stupiia — kubicky mnoho¢len.

Okrem mnohoclenov obsahujucich jedini premennud z, existuji aj mnohocleny viacerych premennych. Na-
priklad
2oy + 42, 22—y —4, x+ay+a®+y?

st mnohocleny dvoch premennych a
3 2 3
ryz+z° -2, x4+y+z, z°—y + 3y

st mnohocleny troch premennych.

Pri pocitani s mnohoclenmi pouzivame pravidla pre pocitanie s redlnymi ¢islami. NajcastejSie vykonavame
tieto operacie:

e usporiadanie mnohoclena vzostupne, resp. zostupne,
e scitanie a odc¢itanie mnohoclenov,

e nasobenie a umocnovanie mnohoclenov,
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e delenie mnohoc¢lena mnohoclenom,

e rozklad mnohoclena na sucin.

S¢itat a odéitat modzeme len ¢leny s rovnakymi exponentami premenne;.
Priklad 2.4. Vypocitajme rozdiel polyndmov (z* + 5z — 4) — (6 + Tz — 322).

RieSenie.

(22 +50—4) — (6 + 7z —32%) =2+ 50 —4+32% — Tz — 6 =22 + 322 + 50 — T — 4 — 6 = 42% — 22 — 10.

Pri ndsobeni mnohoclenov je potrebné kazdy ¢len jedného mnohoélena vynasobif kazdym ¢lenom druhého
mnohoclena, pricom sa riadime pravidlami pre nasobenie mocnin.

Priklad 2.5. Vypocitajme sucin polyndmov x2(x® + 5z — 1)
Riesenie.

2?2 (2 +5r—1) =22 2%+ 2% br — 2% 1 = 2342 4 5221 — 2% = 2% + 52% — 2%

Priklad 2.6. Vypocitajme sicin polyndmov (z + 3)(z? — 4x + 3).
Riesenie.
(x+3)- (2> -4z +3)=2-2° —2z-do+x-3+3-2° -3-40+3-3=2> —42® + 30 + 32> — 120 + 9

=23 — 22— 92 +409.

Ulohy

2.6. Vypocitajte.
a) (—2zy%23)(42%y). b) z%(2x + 1). c) (z—4)(xz+4).

d) (22 —4z)(x + 2). e) x(xr+2) — 2z f) 422 +1) — z(2 — ).

2.7. Vypocitajte sucin polynémov.

a) 3z + 1)(2? + 4z — 2). b) (z +v3)(z — v3)z. c) (z+1)(z—2)(2x + 3).
d) (23 — 422 +1)(22 — 32+ 2). e) (%x4—§> <4§—1>. £) (23 =22+ 1)(2® — 1)(2? - 1).
Vysledky

2.6. a) —8z3y323.  b) 223 +2% ) 2®-16. d)2*—22%>—-8z. e)z® f)5xr?—2x+4

2.7.a) 322 + 1322 =22 - 2. b)a*-3z. c¢) 223 +22—-Tr—6. d)2®— Tz + 1423 — 72? — 3x + 2.

£) 27 — 42® + 2% +52% — 222 — 20 + 1.
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Pri pocitani s mnohoélenmi méZzeme vyuzit nasledujice zdkladné algebraické vzorce.

(a £b)? = a® £ 2ab + b?
a?—b*=(a—0b)(a+Db)

(a £b)® = a® £ 3a%b + 3ab? £ b3

a® £ b3 = (a£b)(a® F ab+ b?)

Priklad 2.7. Vypocitajme
a) (3 +2)°. b) (z +1—y)% c) (y? +4)3.
Riesenie.
a) Bz+2)%2=32)2+2-30-2+22=92% + 122 + 4.
b) (z4+1-y)?=(z+1)2-2-(z+1)-y+9? =22 +2-2-1+12 20y —2y+y? = 2®+ 22+ 1 —2xy — 2y + ¢

c) (P +4)° = (¥*)° +3(y*)%4 + 3y*4> + 4° = ¢ + 12y" + 48y> + 64.

Ulohy

2.8. Vypocitajte.

a) (r+2)2. b) (22 —1)% c) (22 +1y)2. d) (3 +4x)2.

e) (ab— )2 f) (5_§) . g) (z—1—a). h) (z+y —a).

i) (3—x)3. J) 2+ 2)% k) (22 —1)3. 1) (zy +1)3.
Vysledky

28. a) 22 +4xr+4.  b)da?—dz+1. c)at+22%y+y?  d) 9+24x+ 1622 e) a®b? — 2abx + 2.
2
f)25—2:1:+;v—5. g) 2?2 +a% —2x —2ax +2a+1. h) 2?2+ y%+a®+ 2y — 2ax — 2ay.

i) 27272+ 922 — 23, ) 23+ 622+ 122 +8. k) 2% —32* 4+ 322 —1. 1) 2393 +32%¢% + 32y + 1.

Pri deleni mnohoclenov sa riadime podobnymi pravidlami, aké platia pri deleni prirodzenych ¢isel.

Priklad 2.8. Vydelme polyndmy

a) (x*+52° +4z? +x+1): (z+1). b) (23 + 522 + 7w +4) : (z + 3).
RieSenie.
a) (z* +52° +4z +x+1): (2 +1) =2 +42® + 1
—(z* + %)
4o 4 4x® + x4+ 1
— (427 + 42%)
+1
—(z+1)
0
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b) 3 2 2 1
5 Tr+4): 3) = 2 1+ ——
(x+x+x+)(x+)m+x++x+3
—(2® + 32?)
22% + 7w + 4
— (222 + 62)
4
— (v +3)
1
[ ]
Ulohy
2.9. Vydelte mnohocleny.
a) (22 +z—6): (z+3). b) (a®> — b%): (a+b).
c) (822 + 25z +3) : (z + 3). d) (422 + 32 — 10) : (42 — 5).
e) (222 +3z —2): (2x — 1). f) (423 + 322 — 5x —2) : (x — 1).
g) (10a® + 294 + 33a + 18) : (5a* + 7a + 6). h) (22% —32% + 22 -3z —1): (22 + 1).
i) (2° —32* +52° — 1122+ 2+ 1) : (22 -3z +1). j) (2* +32> —222 + 132 — 3) : (2% — x + 3).
2.10. Vydelte mnohocleny.
a) (23 —22% —x—1): (2% + 2 — 2). b) (323 — 1122 + 7z — 7) : (2* — 4z + 3).
c) (42% — 152 + 14) : (222 + 5z — 3). d) z*: (z* - 16).
e) (2t + 2% —-2): (2% +1). f) (4a* +a®>+1): (a—1).
g) (1+z+322+2%): (22 —2?). h) 3y —4y+5): (y—1).
i) (42t =32 +2): (22 -z +1). j) (@° =723+ 22 — 42 +6): (2% + 2+ 1).
Vysledky

29.a)z—2. b)a—-b c)8+1. d)x+2. e)x+2. f)dx?+Tr+2. g)2a+3.

h) 222 -3z —1. i) a3 +4o+1. )2’ +4o—1.

4o — 7 2r — 10 162 — 1 16
2.10. -3+ —=-—. b) 3 1+ ——7-—. 20 —H+ —— . d) 1 .
a) @ +m2+m—2 ) 3o+ +x2—4m+3 c) 2 +2x2+5x—3 ) +:154—16
2 6 Tr —13 4
2_ . f) 4a3 + 4a2 _ — 2 — —_. h -1+ —--.
e)x o] ) a+a+5a+5+a_1 g) —z*+x 6+x2+:(:—2 ) 3y +y—1
2—"Tx 6x + 3
i) 422 + 4 _. j)ad—x2 -7 99— ——.
i) 4a* + :z:+m2_x+1 -z T+ po——

Rozklad polynomu vynimanim pred zdatvorku.
Pred zatvorku mézeme vytat vyraz, ked sa v kazdom ¢lene vyrazu nachidzaju jeho ndsobky, v zatvorke
potom ostant ¢leny vydelené tymto vyrazom.

Priklad 2.9. RozloZme nasledujice mnohocleny na sucin vynimanim pred zdtvorku.

a) 3zy — 62°. b) 2%y — zy?. c) 2% +42% — 4z — 16.

RiesSenie.

a) 3zy— 622 =3z-y— 3z 2r = 3x(y — 2x).
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b) a*y—ay? =ay x—ay-y=aylz—y).
c) 23 +4a? —dr—16=2-wx+2? - 4—4-2—-4-4=2%(x+4) -4z +4) = (z+4)(2* —4)
=(z+4)(2*-2%) = (z+4)(z — 2)(z + 2).

Ulohy

2.11. Rozlozte dané mnohocleny na sucin vynimanim pred zatvorku.
a) 3z + 6. b) 22 + 4x. c) ot + 23 — 22
d) 42° + 227 + 1023, e) 2zy% + 5a2y® — %?/4 f)a*+a®+a+1.
g) 2% + 522 + 4. h) az® — 4a3z. i) 1522y — Say?.

2.12. Rozlozte nasledujice mnohocleny na stcin.
a) s> —m?. b) 16a2 — 81b2. c) 6422y — 25y%.
d) 2* - 1. e) 2% — 4. £) z4y® — 16.

2.13. Rozlozte nasledujice mnohocleny na stcin.
a) 922 + 6xy + y°. b) 422 + 6xy + zgﬂ. c) 4a?b* + 4ab? + 1.
d) 27 — 23, e) 8a3 — 12a%b + 6ab® — b3. f) 8 + ad.

2.14. Zjednoduste nasledujiace vyrazy a urcte podmienky, kedy maji zmysel. Pri iprave vhodne rozlozte
éitatela i menovatela na suéin.

2ax + 3bx az® + 3ab 2502 — 4
2) (7 o ) T3 ) Tra_6
4a 9b x4 + 3xb 15a — 6
9z — y* 4942 — 36b> 6a+3
d) o5 e) : f) —5— .
3% + zy 49a2 — 84ab + 36b2 4a2 +4a + 1
) 2ax + 3 + 2ax? + 3z h) 4—qy? i) —64a2 + 25b%
. . i) ——
& 2+ 2z 8— 12y + 62 — 33 156 + 24a
Vysledky

2
2.11. a) 3(z+2). b)z(z+4). c)z?(@?+z-1). d)22?22>+5z+1). e)ay? <2—|— Sry — %)

f) (a+(a+1)(a®>—a+1). g)z(zx+1)(z+4). h)ax(zx—2a)(r+2a). 1i)5dzy(3z—y).
2.12. a) (s+m)(s—m). b) (4da+9b)(da—9b).  c) y*(8zy*>—5)(8xy*+5). d) (z*+1)(x—1)(z+1).

e) (z—y)(x+y) (@ +ay+y°)(@® —zy+y7). ) (zy® - 2)(ay® +2)(z°y" +4).
2.13. a) 3z +y)2.. b) (Zx—l— gy> o) (2ab* +1)(2ab® +1).  d) (3 —2)(9 + 3z + 2?).

e) (2a — b)3. £) (2+a)(4—2a+a?).

T 3b a a3 5a + 2 2 3x —y
14. —_— —. - - -. d —
2.14. a) 2(1_3b,a7éj:2 b)%‘,:zzyéo,lmé 3 c) 3 ,a7é5 ) - ,x £ 0,y # =3z
Ta + 6b 6b 3 1 2ax + 3 24y
—. f ——. —1. h) —— 2.
) o 7 7 )17 Ty B T o TF N vEnrik s

.. Db —8a 5b
) =gty
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Rozklad kvadratického trojélena na siucin koreriovych éinitelov.
Redlne ¢islo, pre ktoré plati, Ze hodnota polynému v tomto ¢isle je rovna nule, sa nazyva koreiom polynému.

Napriklad ¢fsla -3 a 7 st koreiimi polynému P(z) = 2% — 4z — 21, pretoze P(—3) = (=3)? —4-(=3) — 21 =
9+12-21=0a P(7)=7>—4-7—21=49—28 —21 =0.

Vo vSeobecnosti, ak st x1, 2y korene polynému ax? + bx + ¢, kde a # 0, tak plati
ax® +br +c=alz — 1) (x — x9).

Uvazujme jednoduchsi pripad, ak a = 1. RozloZme na stéin korefiovych éinitelov trojélen z2 + px + ¢, to
znamend hladame také ¢isla w1, x2, pre ktoré plati

2 2 2
i+ pr+qg=(r—x1)(x —22) =2° — 210 — Tox + 122 = z° — (T1 + T2)T + T1X2.
Porovnanim koeficientov dostavame
T1+T2=—p, T1-T2=4(.

Teda korene kvadratického trojclena su také ¢isla, ktorych sicin je rovny ¢islu ¢ a stacet je rovny ¢islu —p.

Poznamenajme, ze kazdy polyndém treticho a vysSieho stupna je v mnozine realnych ¢isel rozlozitelny. Teda
d4 sa napisat v tvare st¢inu polynémov 1. stupiia a 2. stupfia. Ak pre polyném 2. stuptia (2% + Bz + v
plati 32 — 4 < 0, tak tento polyndm je uZ nerozlozitelny v mnozine realnych éisel. Pozri tieZ pokapitolu
Kvadratické rovnice a nerovnice.

2.10. Rozlozme na sucin koreriovyjch ¢initelov kvadratickyj trojélen x® — 7x + 10.

Koretiové ¢initele x1, o musia vyhovovat rovniciam
x1+ 29 =—(=7), x1- 22 =10.

Lahko sa zisti, ze
245=7, 2-5=10,

odtial z1 = 2, o = 5 a pre rozklad dostédvame

22— Tx+10= (v —z1)(x — 22) = (x — 2)(x — 5).

2.11. Rozlozme na sicin mnohoclen x* — 8x2 — 9.

Pouzitim substitticie 22 = t dostdvame kvadraticky trojélen
(%)% — 822 —9 =12 —8t— 9.

Pre korenové ¢initele 1, o plati
t 4ty =—(—8), tity=—9.

Pricom
9+ (=1)=8, 9-(—1)=-9,
teda t; =9, to = —1 a pre rozklad kvadratického trojélena mame
2 =8t —9=(t—t1)(t —ta) = (t —9)(t+1).

Kedze t = 22, dostaneme

(t—9)(t+1) = (2% = 9)(a® + 1) = (x + 3)(z — 3) (x> + 1).

Pri hladani korefiovych &initelov polynému az?+bx+c mdzeme postupovat aj tak, ze pomocou diskriminantu
vypocitame korene x1, zo kvadratickej rovnice az? + bz + ¢ = 0 (pozri pokapitolu Kvadratické rovnice
a nerovnice) a vytvorime su¢in a(z — z1)(x — x3).
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Priklad 2.12. RozloZme na sucin koreriovych cinitelov kvadraticky trojclen 6x? — x — 1.

Riesenie. Uvazujme kvadratick rovnicu

62—z —1=0.
Pre jej korene plati
145 1
o —bE Vb2 —dac  —(-1)+£/(-1)2—-4-6-(-1) 1£+v25 1x5 | 12 2
b2 2a - 12 T2 12 J1-5 1
12 3
Teda ) )
622 —x —1=06(z —21)(x — 22) :6<x—2> <x+3).
[ ]
Ulohy
2.15. Rozlozte na st¢in koretiovych ¢initelov.
a) 22+ —12. b) 22 —z — 2. c) 2 — 3z — 10. d) 2? + 12z + 35.
e) 22 — 5x + 6. f) 22 — 7z - 8. g) 21 — 4z — 22, h) 3 + 22 — 2.
2.16. Rozlozte na st¢in koretiovych ¢initelov.
a) 2z? — 5r — 3. b) 32% — 5z — 2. c) 222 + 9z — 5. d) 322 +4x — 4.
e) 2 — 1022 + 9. f) 2t — 322 — 4. g) 2t — 5% + 4. h) 2% + 322 — 4.

Vysledky
2.15. a) (z +4)(z —

£) (z+1)(x—8). g (@+7)B—2). h)(@+1)(3—2).
2.16. a) 2z +1)(z—3). b) Br+D(@—2). <) Qz—1)(x+5). d) Bzr—2)=+2).

e) (z— D+ D)@-3)(x+3). ) (@-2(@+2)@>+1). g)(@—Da+1)(z—2)(z+2).

h) (z —1)(z + 1)(z* + 4).

3). b)x+1)(z—2). c)(z+2)(z—5). d)(z+5)(x+7). e)(zx—2)(z—3).

Uprava kvadratického trojélena na 1iplny $tvorec. Pri tiprave polynému 22 + px + ¢ na aplny $tvorec plati

2 2
o) (0) 0

pri¢om pri tiprave vyuzivame vzorce (a + b)? = a? + 2ab + b°.
Priklad 2.13. Dopliime kvadraticky trojclen x? — Tx + 10 na 1iplny stvorec.

RiesSenie.

“\? [/-7\? 7\% 49 40 7N? 9
2— = 2 — g —_— — JR— e RN RN — P —_ — —_ =
2> —Tx+10=2>+ (=7)z + 10 (:c—i— 2) (2) +10 (a: 2) 1T (x 2) T

Poznamenajme, Ze posledny vyraz je tvaru a® — b%. Teda vyzijic vzorec a? — b = (a — b)(a + b) ho mdzeme
dalej rozloZit na suéin.

I O R O R O B O R
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Ulohy

2.17. Doplite kvadraticky troj¢len na tplny stvorec.

a) 22 + 2z + 5. b) 22 + 6z — 7. c) z2 + 5z — 1. d) z2 + 4z + 6.

e) 2% + 5z — 6. f) 2% — 4x + 20. g) 22 — 2z +2. h) 2% — 6x + 25.
2.18. Doplite kvadraticky trojélen na tplny stvorec.

a) 222 + 4z + 3. b) 922 + 4z + 1. c) 162% + 4z + 1. d) 1 —4x — 22

e) 3 — 2z —a?. f) 4 — 2z — 2°. g) 5+ 4z — 422, h) 2 — 3z — 922
Vysledky

5\ 29 5\% 49

2.17. a) (x+1)2+4. b) (z+3)2—16. «¢) ($+2> - d) (z+2)2+2. e (:c+2) -

f) (z-2)2+16. g) (x—1)2+1. h) (z—3)2+16.

d)5—(z+2)% e)d—(z+1)%

2.18. a) (V2z++v2)2+1. b) (3x+§>2+g. c) (4x+;>2+2.

f)5—(z+1)32% g)6—(2z—1)% h)i—(&'x—i—;).

2.3 Racionalne lomené vyrazy

Raciondlny lomeny vyraz je vyraz tvaru podielu dvoch mnohoclenov

R(z) P, (x) anx” + ap_12" 1+ -+ a1z + ag
xTr) = = y
Qm(x)  bpax™ +bp1z™ 4+ 4+ bz + by
kde n,m su prirodzené ¢isla a ag, as, ..., an,bo,b1,..., by, st redlne ¢isla, pricom a, # 0, b,, # 0.

Racionélne lomené vyrazy mozeme, podobne ako zlomky, rozsirovaft, kratit, s¢itavat, odéitavat, nasobit a delit
a to podla rovnakych pravidiel, aké platia pre operacie so zlomkami. Musime vSak stale uvadzat, za akych
podmienok maji dané vyrazy zmysel.

B +22-9z -9

Priklad 2.14. Zjednodusme vyraz

3 + 422 + 3z
Riesenie.
422 -92-9 2 x4+2?1-9-2-9-1 2 z+1)-9x+1) (z +1)(2? - 9)
w3 +4r2+3z oz +z-de+z-3 w(@®+4x+43) 222+ B+ 1)z +(3-1)]
@+ 1)@*—-3%) (z+1)(@@-3)(x+3) x-3
Cz(z+)(2+3) z@+)(=x+3) oz
KedZe vyraz obsahuje zlomok, musi platit
P +422 43240 & zr+D)(z+3)#£0 & x# -3, x#—-1,x#0. °

2t —3 xz+1 2 +3

Priklad 2.15. Vypocitajme el 2-9r 272

RieSenie.
20 -3 x+1 22 +3 2z — 3 Tz +1 22 +3
r+1 2-22 222-2 241 21-x) 2a-1)(x+1)
(22 -3)2x—-1)+(x+1)2— (22 +3) 42> —4r—6x+6+2>+2x+1—2>-3
2z —1)(z + 1) - 20— 1)(z + 1)
4o — 8z +4 4(x? =22 +1) 4(x —1)? 2 —1) 2x-2

2@ -1D(z+1) 2@-1D+1) 2@-D(@+1) z+1  z+1°
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V danom vyraze sa nachadzaju tri zlomky. Menovatel kazdého z nich musi byt rozny od nuly. Preto musia
byt splnené nasledujtiice podmienky.

I. podmienka ... z2+1#0 < o # —1.

IT. podmienka ...2 -2z #0 <& —2x#-2 <& x#1.

[I. podmienka ... 222 —2#0 < 2@—-1)(z+1)#0 < z# £l

KedZe podmienky I., II. a III. musia platit sti¢asne, dostdvame = # +1.

2
= +1
2.16. Vypocitajme . .
P J r+5 x—3
2?41 oz (2?4 1) >+ 3+

t+5 -3 (245 (x—3) a2—3zx+5x—15 a2+2z—15

Podmienky, kedy ma dany vyraz zmysel:
I. menovatel prvého zlomku musi byt rézny od nuly ... z+5#0 <& x # —5.
II. menovatel druhého zlomku musi byt rozny od nuly ... 2 —3#0 <& =z #3.

Teda z # —5 a x # 3.
r—1 x+2
r+3 -2

2.17. Vypocitajme

r—1 z+2 z—-1 2-2 (z—-1)-(x—2) 2*—-2z—2+2 a2*—-3x+2

T+3 -2 243 242 (z43)-(x+2) 22+20+32+6 a>+55+6

Vyraz obsahuje dva zlomky. Odtial dostdvame dve podmienky.
I. podmienka ...z +3#0 < z# -3.
IT. podmienka ... 2 —2#0 & x#2.

Okrem toho sa neméze delif nulou. Preto musime uvazovat este jednu podmienku.
2
III. podmienka ... L—’—Z #0 & x#-2
T —

Preto x # —3, v # £2.

2.19. Zjednoduste nasledujice vyrazy a urcte podmienky, kedy maji zmysel.

22 -9 T —2 2?2 —3z—4
b) —. -
A ) 312 ) 16
2%+ 52+ 6 22+ x—12 32422 -1
2 —2x—6 2+ 5x+4 3z% +x
2.20. Zjednoduste nasledujtice vyrazy a urc¢te podmienky, kedy maji zmysel.
x2—4 422 +4 3+ 27
a) - b) RIS c) .
x3 48 222 42 4+ 3

B +32+x+3 8x3 —1 223 — 42?2 + 3z —6

d _— f - .
) 22+ 22— 3 e) 622 —br +1 ) 3 — 222+ —2
2.21. Zjednoduste a urc¢te podmienky, kedy maju vyrazy zmysel.
a)3x+27x71 b)§7;v73 674:5.
6 18 T 2x 6x
2z Y 12 2
c . d .
)2m—y y—2x )433279—’—3721
r—1 1 3y 3
2= f) —— + :
e)x+2+ x )y+2 y?—4
T rz—1 r+1 x 3x 2xa
- . h - .
g)x—3 2-9 22-6 )x—a+x+a 2 — a?
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2.22. Zjednoduste a urcte podmienky, kedy maju vyrazy zmysel.

a) (Z—T—i_ai2><a+1a—+24a>' b) <+1+1) (1_13522)

- 2 4y? 2
G(ETE ) (2 ) g e )
T+y T+y 2 — 92 224+y2\r—y w+y
1 2y T 8 22 -2 x+38
S o) — - . f - .
e)( )(y—i—l y2—1> )(332—4 x2—|—2x) 4—z Jr9{:—1—2
2.23. Upravte a urcte podmienky, kedy maji dané vyrazy zmysel.
x+ 3y x — 3y % 4 3y? ab ab a’® — b?
: . b - .
a) ((:v—y)2+a:2—y2> (x —y)2 ) R— atb ‘ez
11 20> a-b  a+b T+a22\ ! a2
) (a_b><a2—b2+2a+2b_2a—2b>' d)< mz) (1+1_x2)'
a* — bt b? 2a  a? b 2ab 4ab
. i =4 2. f — : — b .
©) ~ap [<1+a2>(1 b+b2>} )(a+b b—a a2b2) (“ a+b+>
2.24. Zjednoduste a urcte podmienky, kedy maju vyrazy zmysel.
1 1— 222 363 4 4a?
a)( _1> : (w_ T +1>. b) a-+2 . a +4a* + 4a a
1—=x 1—x a—2 3a2 —12a+12] 3
a+b a-—b 1+ b2
a—b a+b b a+1 a+1 2a
. . d — .
©) 1 a? + b? i_2+1 )a2—2a+a2—|—2a a?—4
S22 b b
1 2a 1 a® — 2% a?—1? ax
- 1), f : .
°) <a+1 a2—1><a ) ) a+b am+x2<a+a—w>
3 2P 2 P a—b b(a — b)
— + — = -5 ). h) (b (1- .
2 (y”y”“’) (y? x2) )<+1+ab) ( 1+ab
1 1 3
219. a) s 43,43 b) —— wtl et o %,x#:ﬂl_ d)iJr x# -2, 143
z—3 z+1
—_— —4 —1. f -
) T ot T
-2 241
2.20. a)zT_i_4 r#-2. b)2,zeR.  c)r?-3z+9, x+#-3. d)xxj_l,x;é—&x;él.
4a? + 22+ 1 1 1 222 + 3
_ - —. f 2.
e) —g—7 ¥F 3 TF3 )QCQJrl,SHé
8xr +7 79 —2) Y -2
21, . _ . 1 =, d :I:f
2.21. a) 18 ,z€R b) 62 ,z#0 c) ,:E;éQ )2 3 x #
3z2 422 -2 3(y —1)2 (x4 1)(3x +5)
or T2 0 o ) R 4o T WETY) £ 43,
© wry 0F0 ) -2+ Y7 LT ry T H e
4x
—_— +
) ot
1—-a

1 1 2
222. a) 4, a# -1, a# 3, a#2 b) JaFEl aFds. o) Y v 44y

1-2a T4y

x 1 12
d +y. - +1.  f) —— 0 +2 4,
)x_y,fc# y e)y,y#O,y# ) oot e FEL o f
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293 a) 2 sty b) " azxh 29D o bs0 d) et
.23. m—&—y’x . a2—|—b2’a . a(a—i—b)’a ,a , . 1+x2,x .
a+b

1
e)m7a7ébaa7é0,b7é0. f)m’a#ib

a+2
a—2

1
2.24. a);,x#O,x;ﬁl. b) ,a#0, x£+2.  ¢)2a,b#0, b#1, a# +b.

a#O,a%iZ.e)é,a%O,a%il. f)%,x#(),a%:tx,a%fb.

d
)

2
g) xx_y,:c;«éo,y;«éo,x;é:ty. h) a, ab # —1.

P,
Uvazujme raciondlny lomeny vyraz R(x) = n(2)

B Qm(z)

e Ak je stupen polynému v ¢itateli mensi ako v menovateli, t. j. n < m, hovorime o rydzoraciondlnom
lomenom vyraze.

.....

lomeny vyraz zapisat v tvare stc¢tu polynému a rydzoracionalneho lomeného vyrazu

@) Uila)
Qm(z) Qm(x)’

kde k& < m. Pri uprave postupujeme rovnako ako pri deleni polynému polynémom, (pozri Priklad [2.8]).

R(x)

=Th-m(z) +

3z3 + 522 —4x +5
Priklad 2.18. RozlozZme vyjraz v T

na sucet polynomu a rydzoraciondlneho lomeného vyrazu.

2 +4
RiesSenie.
—162 — 15
(32% 4 52% — 4z +5) : (27 +4) =3m+5+a:2x7+4
—(32” +122)
522 — 1624+ 5
— (52° +20)
— 162 — 15
Teda
323 + 522 —4x +5 —3:1:+5+M
x? +4 B 2 +4
[ ]
Ulohy

2.25. Rozlozte nasledujtce vyrazy na sicet polynému a rydzoraciondlneho lomeného vyrazu.

3.9 4 2_q 4
a) 9 b) ol ) ——.
a+3 x—2 2243
12 — 2?2 5—t? 244z +6
d) T e) . f) rrar+b
x+3 2—t 2 421+ 4
2.26. Roszlozte nasledujiice vyrazy na sucet polynému a rydzoracionalneho lomeného vyrazu.
203 — 2% + 11z — 4 23 + 622 + 142 + 3 —x3 + 222 — 5x + 2
a) . b) c)
245 2+ 6z + 14 2 -2 +5
zt 23+ 3 2341
d) ——-. e) . f) .
242 x+1 x+1
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18 19 ) 9 3

1 2x + 2
24+t+ ——. f)l4+ ———.
e) 2+ +2—t ) +x2+2x+4
z+1 3 2 4
2.26. 20— 1 . b _ — _ d) 22 -2+ ——.
a)2r—1+ 75 R v v R B e p oy )T =24
2
e’ —x+1+——. fa?-—a+1.
z+1

Iraciondlne vyrazy st vyrazy, ktoré obsahuji odmocniny. Pri apravach sa pouzivaju pravidla, aké platia pre
pocitanie so zlomkami, vid podkapitola Prirodzené, celé, racionélne a iracionélne &isla.

Pod usmernenim zlomku rozumieme odstranenie odmocnin z menovatela, pri¢om sa vyuZivaji hlavne nasle-
dujtce vzorce.

a?—b2=(a—0b)(a+b)
a® —b® = (a —b)(a® + ab + b?)

a® +b® = (a +b)(a® — ab + b?)

2.19. Usmernime nasledujuce vyrazy.

a) b 22+ o) 1 d x? — bz
\/5_2 ) JT 1+z )m'

Pri Giprave vyuzijeme vynasobenie vyrazu jednotkou vo vhodnom tvare.

4 V242 4AW2+2)  4(V2+2) —2(v/2+2).

a = =
) \/5—2 V2-2 V2+2  (V2)2-22 24
b) m2+x:x +z \/Ei(x +z) - \/sz(:r—i—l)\/f:(erl)ﬁ'
VI NCIRE ERRVET x
Poznamenajme, ze vyraz je definovany pre z > 0.
11 11—z 1—x 1—yx 1—x

VI vE Tive 1w (4va) (1-va) B (yaf 1-z°

Dané tpravy je mozné vykonat len ak x > 0, z # 1.

d)
@ —br  2®—bx V3r+1+4 (2 —52)- (V3z +1+4)
V3z+1—-4 Br+1-4 V3r+1+4 (V3r+1-4)-(V3r+1+4)

(@ -52)(V3r+1+4) z(z-5)(V3r+1+4) z(x-5)(V3z+1+4)
 (VBz+1)2-42 3r+1-16 - 3z —15

oz -5)(V3r+1+4) x(V3x+144)

a 3(z —5) B 3 '

Z tprav je zrejmé, Ze vyraz ma zmysel pre x > —z, x #£ 5.
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2.27.

2.28.

2.29.

2.30.

2.31.

2.32.

2.27.

Usmernite nasledujice zlomky.

1 3 V5 3
a) —. b) —. c . d) ——.
V2 VT ) 51 Y
4 44 3 3V5
e) ——. f) ——=. g) = h) ———-.
)3—\/5 )5—\/§ )1+\ﬁ )2_\/3
Usmernite nasledujice vyrazy.
1-+3 3-V2 42 2+4v3
a) ——. b) ——. c) ——. d) ——.
4+/3 442 3+V2 1+V3
3—2v2 5V2 —2 6++v2 2—-v3 5++v3
e) 272V2 g V-2 g VOFV2 V2oVE e g5t YE
W2 -4 V2+3 V3—1 1-+2 2-3
Usmernite vyrazy a urcte podmienky, kedy maja zmysel.
1 1 x—1
—. b) ——. —_—
a) 7% )y °) JZ-1
d) 2?2 -z e) 2’ + £) x?
Vitz -1 3—V1I0+z Vit3z+z—1
Zjednoduste nasledujtce vyrazy a urcte podmienky, kedy maji zmysel.
— 3 3Vx-3 18
a) Loz va b) (3”“ _3Ve-3 > Y@= 9) (z - 3).
1—+a V-3 Vr+3 Va?-9
2 2
— 2 — 2 4
C) \/5 z . d) ﬂ + \/5 M _ \/E . +z .
11—z 20—z 2z +/x 4r —1

Zjednoduste a urcéte podmienky, kedy majt dané vyrazy zmysel.

) st s b) \/H(\/?f'

c) m\/lju(\/é%ﬁ)% d) z 1+<2\1/5>2.
o i+ (Ve ave) o (V1)

Zjednoduste a urcte podmienky, kedy maji dané vyrazy zmysel. V pripadoch a) a b) pri iprave pouzite
vztah sin® z 4 cos® z = 1.

2
a) /a2(1 — cost)? + a2(1 — sint)2. b) \/1+ (sirlwc -cosx) .
1\? 1 2
eT — e T 2 x 1 —2z
e)\/1+< 5 > f)lnx+\/1fx2+§\/1fx2'
a) g b) @ ) 5+4\/5. d) -3-3v2. e)3+v5  £25+V3). g ‘ﬁ;l.

h) 6v/5 + 3/15.
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2.28.

2.29.

2.30.

2.31.

2.32.

7-5V3 22
a) T b) 5 c) 22
g) V2+v3+2/6-2. h)22
a)§,$>0. b)2+\/_$>0 x # 4.

d)(z-1D)(1+a+1),z>-1,z#0.
z(vV1+3z+1—2)

f)

)

T > —

b

S—x
a) —(a++/a),a>0,a#1.
a) ,x€(0,1).

e) vVt +2r2+x+1,2>0. f)

d)5-v3 e \/75

c)Vr+1l, x>0,z #1.

3,x7é0 T # 5.

b) Vo +3,2>3.

1
)%7:17

€ (0,1).

a) |a|v/3 —2cost —2sint, a € R, t € R.

1+ a2
d) i

_x|

s o # £l

e)

ex + e—x

2

, ¢ €R.

c)2,ze(-22).

1
b) — .,z #knm, k€ Z.
sinz

f)Inz, 2 >0, 2 # 1.

d)

f)

c)z, x>0,z #1.

Vixr +1

c)

-7

e) —z2(3++V10+z), x > —10, x # —1.

d)

2 )

2+ 1

T

— T

16 — 17v/2

1
,.’L'>0,$7éz.

x> 0.

, x # 0.
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V nasledujtcich tlohéch zvolte spravnu odpoved, resp. spravne odpovede.

312\ 3
2.1. Vyraz (ix%) , a # 0, b # 0 mozno upravit na tvar
3 b\? a\® _3
A) (ab) . B) (-] . C) 7)) D) (ab) .
a
2 _4x
2.2. Urcte hodnotu vyrazu —— pre z = 4.
16 — 2
1
A) 0. B) —=.
) )3
C) —2. D) Pre & = 4 vyraz nie je definovany.
. 3ay —y° . "
2.3. Vyraz , ¢ # —1, y # 3x sa da upravit na tvar
322 —yr+3z—y
33—y Y 3xy + vy Y
— B . C . D .
)3x2+3x )x+1 ) z+1 )x—l
2.4. Spravne usporiadanie Cisel B V5 V5 je
P P V5 V-2 \B+2]
5 5 5 5 5 5
A)L:—: f. B) B <—=< \[.
VE+2 V5 V52 VE—2 V5 VE+2
5 5 5 5 5 5
C)L<—< \[. D) =< v < \f.
vVb+2 V5 V5-2 v5-2 V542
3z L1
2 _ 2 1
2.5. Vyraz —~ o 1 je ekvivalentny s vyrazom x +1 iba vtedy, ked
1
=1 +
1 1
A) z#£ 1. B) z # +1. C)x;«é:tl,x;é:ta D)ac;é:tl,m#i.

Spravne odpovede: B, D, B, C, D.
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2.5.2 Test 2

V nasledujtcich tlohéch zvolte spravnu odpoved, resp. spravne odpovede.

6422 — 25y>
2.1. Pre z # —%’i je vyraz 1;%_—24?; ekvivalentny s vyrazom
8r —5 8 ) 40
A) STV B) 2t C) 8z — 5y. D) %Y.
3 3 3
x2 —

2.2. Urcte hodnotu vyrazu 210 pre x = —3.

A) 0. B) 1.

C) 3. D) Pre x = —3 vyraz nie je definovany.

22 — 42
2.3. Vyraz ——————, v # 1, v # —y mozno upravit na tvar
r—x°+y—xy
r—y r—y y—x Y
A . B . C . D .
)1—1—35 )1—x )x—l )x—l
— V2
2.4. Usmernenim zlomku u— dostaneme cislo
1++/2

A) 7-6V2. B) 6v2 7. C) 1. D) 5.
2.5. Delenim polynémov (23 — 22 — 5z + 2) a (z + 2) v danom poradi, dostaneme polyném

A) 2% +3x+ 1. B) 22 + 3z — 1. C) 22 -3z +1. D)z?—z-5

Spravne odpovede: A, B, BaC, B, C.
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2.5.3 Test 3

V nasledujtcich tlohéch zvolte spravnu odpoved, resp. spravne odpovede.

18
2.1. Vyraz - i 3 + 29 2 f_ 3 T # +3 sa da upravit na tvar
6z 18 6 6
A . B . C . D .
)x2—9 )x2—9 )ac—3 )x+3
. VT
2.2. Urcte hodnotu vyrazu ———— prex =3 a y = 2.
VT = /Y
A) 3+ 6. B) -3 - /3. C) 2+ 3. D) V6.
216 4
2.3. Vyraz ;2 . je ekvivalentny s vyrazom T iba vtedy, ked
A) z £4. B) x # 4. C)xz#0,x#4. D) z #0.

2.4. Rozkladom mnohoé¢lena 1222 + 112 — 5 na sté¢in dostaneme
A)12(z—3)-(z+3). B)(Bz—1)-(4x+5). C) (Bx+1)-(4z—-5). D) (12z—1)-(z+5).

2
ac—1
2.5. Vyraz 1 je ekvivalentny s vyrazom

Vva
A) (\/5—1)3,prea>0. B) (a+1)-(vVa+1), prea> 0.
C)(a+1)-(Va+1),prea>0aa+#1. D) (a+1)-(Va+1), pre a # 1.

Spravne odpovede: C, A, C, A a B, C.
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2.5.4 Test 4

V nasledujtcich tlohéch zvolte spravnu odpoved, resp. spravne odpovede.

2.1.

2.2.

2.3.

2.4.

2.5.

2,3\ ~1
:I; X

Vyraz (3_3/2) ,  # 0, y # 0 moZno upravit na tvar
ey

% Y
. B) - C) =. .
A) xy ) y ) . D) 1
z>—1
Vyraz 1— 1 T je ekvivalentny s vyrazom x - (x — 1) iba vtedy, ked
l’ ———
2 —1
A) z# -1 B) z # +1. C)xz#+l,z#0. D) z #0.
Hodnota vyrazu 3 _{\_/f/a pre a =10 je
A) V10. B) 10 + 3V/10. C) 10+ /10. D) 10 — 3/10.
, 1 2z 1 [ .
Pre x #0, x # +1 sa vyraz | —— — - = —1) da upravit na tvar
r+1 22-1 x
A) 2 B) 1 c) 2 D)
2’ ' x '
Rozkladom polynému zy? — 423y na stéin dostaneme
A) 2y - (y+22)2. B) zy - (y — 21)%
C) zy- (y+ 2z) - (y — 2x). D) (y —2z) - (y + 2z).

Spravne odpovede: B, C, D, C, C.
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Nech A a B st dve mnoziny redlnych ¢isel. Funkcia f z mnoziny A do mnoziny B je predpis (priradenie),
ktoré kazdému ¢islu x z mnoZiny A priradi prave jedno ¢islo y z mnoziny B. Pouzivame oznacenie y = f(x).
Mnozinu A nazyvame definiény obor funkcie f a oznacujeme ju Dy alebo D(f). Mnozinu B nazgvame obor
hodnét funkcie f. Obor hodnét funkcie f oznacujeme symbolom Hj alebo H(f). Premennt x nazyvame
nezavisld premennd a premenni y nazyvame zavisld premennd.

Funkcie zvycCajne oznacujeme malymi pismenami f, g, h,...

Funkcia je jednoznacne urcend predpisom a definiénym oborom. Niekedy pravidlo, ktoré definuje funkciu,
nemodze byt pouZité na niektoré konkrétne hodnoty x. Definiény obor je teda mnoZzina pripustnych hodnot
x. V zasade sa na defini¢cny obor kladd nasledujtice obmedzenia:

menovatel zlomku musi byt rézny od nuly é N o L
parna odmocnina existuje len z nezapornych cisel ¥/ ... d1>0
logaritmus existuje len z kladnych cisel log,® ... ©>0

Poznamenajme, Ze ¢islo k uvedené v predchadzajtcej tabulke je éislo prirodzené.

3.1. Ndjdime definicny obor funkcie f,

fry=V3z -5+

20— 7
T —4

Pri urdéovani definiéného oboru funkcie f musia platit nasledujiice podmienky:

I. parna odmocnina ... 3z -5 = 3r—-5>0 < z> 3
20 -7
x—4
Tieto podmienky musia platit sti¢asne, preto uréime ich prienik, pri¢om si mézeme pomoct grafickou inter-
pretaciou.

II. zlomok ...

= 2—-4#0 & z#4

o

4

5

3

Defini¢ny obor funkcie je f Dy = (3,4) U (4, 00).
3.2. Ndjdime definicnyg obor funkcie g,

2
g:yzlog(6—3x)—\/x+1—|—;.

Musia platif nasledujice podmienky:
I. logaritmus ... log(6 —3z) = 6-3z>0 & -3z>-6 <& x<2
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@ O O
o
-1 0 2

II. parna odmocnina ... vVr+1 = 2x4+1>0 < x>-—1.
2

III. zlomok ... — = =z #0.
T

Tieto podmienky musia platif sticasne. Pri urceni ich prieniku si opif pomoZzeme grafickou interpretaciou.
Defini¢ny obor funkcie g je Dy = < —-1,0)U(0,2). °

Priklad 3.3. Ndajdime definicng obor funkcie h,

Riesenie. Podmienky:
I. parna odmocnina ... vV24+zx = 242 >0.

NCRw = V2+z#0 = 2+zx#0.
x

7Z podmienok I. a II. dostavame ... 2+ 2 >0 < x> —2.
Teda ak sa v predpise funkcie vyskytuje parna odmocnina v menovateli zlomku, moéZzeme rovno uvazovat
podmienku, Ze vyraz pod parnou odmocninou musi byt kladny.

III.zlomok...l = z#0.
x

II. zlomok ...

Tieto podmienky musia platif sticasne, ndjdime ich prienik.

@ O
o
—2 0
Teda definiény obor funkcie h je Dy = (—2,0) U (0, 00). o
Ulohy
3.1. Najdite defini¢ny obor nasledujucich funkcii.
4 5
= 10. b) y =23+ 2z — 4. =—+— Tz
a)y )y =a’+ 2z )y x+x+1 z
11—z 2+
d = ). = . = — — 4.
ST R R 0y=vi-2i-1
g) y=+3+4x. h) y = logs(7 — x). i) y = log(2x — 3) + 2.
3.2. Urcte defini¢ny obor funkcii.
5 10 —x 2
a)y= —— . b)y= 2 _
N V= ors A Vi
7 var+2
d)y= . = . f) y =log—.
)y p— e)y Nz )y =log
3 4 22 — 3
= - hyy=—-—. i)y=——.
g) y=log, 5 —. )y logs(2 — z) Dy log(z —3)



3.3. Urcte defini¢ny obor nasledujuicich funkcii.

a) y=+/3 + 4z + 2log(12 — 3x). b) y = v4 — 2z — log(z — 5).
)y=+v2+z—3/4—x. d) y = log(20 — 5x) + 7/6z + 12 +

+ log(6 — 3x). f)y:”3+m_ 3 )
Vh—z 9-—2z

3x

T —

e)y= 2
Vi+z

Vysledky
31.a)R.  b)R  ¢)R-{-1,0}. d)R-{-3,2}. e R—-{-2} f)(-o0,2).
g) (-1 ). h)(-007). i) (3 x)
32.a) (3,00).  b)(-10,00). ) (
g) (~o0.2). k) (~o01)U(L2).
33.a)(=2,4)). Db)0.  c) (2,4

—3,00). d) (2,00). e) (—2,00). f) (O,oo).
i) (3,4) U (4,00).

1,2)
od)(—2,1)uU(L,4).  e)(—42). £)(3,3)U(5.5).

)

Poznamenajme, Ze urcovanim definiéného oboru zlozitej$ich funkcii sa budeme zaoberat v podkapitole
Defini¢ny obor zlozitejsich funkci.

Priklad 3.4. Vypoéitajme hodnotu funkcie f: y =223 — 1 v bode x = 2.

Riesenie.

Funkéna hodnotu funkcie f v bode x = 2 dostaneme dosadenim ¢isla 2 za premenna x do predpisu funkcie
f(2)=2-22-1=2.8—1=15. °
Ulohy

3.4. Pre funkciu f: y = —2z + 3 urcte f(0) a f(1).
3.5. Pre funkciu f : y = 2% — 4x + 4 uréte f(0) a f(—2).

Vysledky
34. f(0)=3, f(1)=1
3.5. f(0)=4, f(-2)=16

Grafom funkcie y = f(z) rozumieme mnozinu vSetkych bodov v rovine, ktoré maju stradnice [x,y], kde
x € D(f) ay = f(x). Nie kazd4 krivka v rovine je grafom nejakej funkcie. Na overovanie slazi takzvany
wvertikdlny test“. Ak krivka je grafom nejakej funkcie, tak kazdéa priamka rovnobeZzné s osou y ju pretne
v najviac jednom bode. Napriklad krivka na Obr. nie je grafom funkcie, pretoze existuje priamka pg
rovnobeznd s osou y, ktord pretne tuto krivku v dvoch bodoch.

Priklad 3.5. Uréme parametre a, b tak, aby graf funkcie danej predpisom f : y = ax + b prechddzal bodmi
A=11,3],B=[2,-1].

Riesenie. To, ze graf funkcie mé prechddzat bodom A = [1,3] znamend, Ze funkénd hodnota funkcie f
v bode z =1 je 3. Dosadenim do predpisu funkcie dostavame 3 =a -1+ b.

Analogicky to, ze graf funkcie méa prechddzat bodom B = [2, —1] znamen4, Ze f(2) = —1, teda —1 = a-2+b.

Dostali sme stistavu dvoch rovnic o dvomi nezndmymi. Ak tieto dve rovnice od¢itame, dostavame 4 = —a,
teda a = —4. Dosadenim tejto hodnoty napriklad do prvej rovnice mame 3 = —4 - 1 + b. RieSenim je b= 7.
Teda hladané funkcia je dand predpisom y = —4x + 7. °
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D1

D2

—
N

Obr. 3.1: Priklad krivky, ktora nie je grafom funkcie.

Ulohy

3.6. Rozhodnite, ¢i krivky zndzornené na Obr. su grafmi nejakej funkcie.

a)

d)

4\ N

[~

<

¢)

f)

la
C

e

Obr. 3.2: Rozhodnite, ¢i dané krivky st grafmi nejakej funkcie.

3.7. Urcte parametre a, b tak, aby graf funkcie f : y = ax + b prechadzal bodmi

a) A=1[0,2],B = [-1,0].
b) A=[1,3],B =[-1,7).

c) A=[0,v3],B=[-1,V3].

3.8.

a) A=[0,-1],B = [2,19],C = [-1, -2].

b) A=1[1,4],B =[4,4],C = [0,0].

) A=1[-1,9,B=10,2,C=[11].

Vysledky
3.6. a) Ano. b) Ano. c¢) Nie. d) Nie. e) Ano. f) Nie.
37.a)a=2,b=2. b)a=-2b=5. c)a=0,b=1/3.

38. a)a=3,b=4,c=-1.

b)a=-1,b=5,¢=0.

c)a=3,b=—-4,c=2.

Uréte parametre a, b, ¢ tak, aby graf funkcie f : y = az? + bx + ¢ prechadzal bodmi
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Uvazujeme graf funkcie y = f(z). Zaoberajme sa tym, ako sa zmeni graf tejto funkcie, ak jej predpis
modifikujeme.

1. zmena znamienka

a) pri funkcii ... f(x) — —f(x) ... grafy tychto funkcii st stimerné podla osi x,

b) pri argumente funkcie ... f(x) — f(—z) ... grafy tychto funkcii st simerné podla osi y.

2. pripocitanie konstanty

a) k funkcii ... f(x) — f(z)+c ... graf funkcie sa posunie v smere osi y o hodnotu ¢,
b) ku argumentu funkcie ... f(z) — f(x +¢) ... graf funkcie sa posunie v smere osi z
o hodnotu —c.
3. néasobenie kladnou konstantou
a) funkcie ... f(x) — ¢ f(z),¢ >0 ... prec > 1 sa graf funkcie po osi y predlzuje, pre
0 < ¢ < 1 sa graf funkcie v smere osi y skracuje,

b) argumentu funkcie ... f(x) — f(c-x),¢>0 ... prec> 1sagraf funkcie po osi x skracuje,
pre 0 < ¢ < 1 sa graf funkcie v smere osi z predlzuje.

Funkcia y = f(z) sa nazyva ohraniéend zhora (zdola), ak je zhora (zdola) ohraniceny jej obor hodnét.
Ak je funkcia ohrani¢end zhora i zdola, hovorime, Ze je ohranicend. V opa¢nom pripade hovorime, Ze je
neohranicend.

Ak je funkcia ohranicena zhora, tak existuje priamka y = h takd, ze graf funkcie lezi pod touto priamkou. Ak
je funkcia ohranicena zdola, tak existuje priamka y = d taka, ze graf tejto funkcie lezi nad touto priamkou.
Ak je funkcia ohranicend, tak existuju priamky y = d, y = h také, ze graf funkcie lezi v pase medzi tymito
priamkami. Na Obr. st uvedené priklady funkcie ohranicenej zhora, zdola a ohranicene;j.

Ohranicené zhora Ohranicend zdola Ohrani¢end

4 y=h oy=f@) Y y=~h
y=f(x)

T x T

|
‘ y = f(z) y=d y=d

Obr. 3.3: Priklady funkcie ohranicenej zhora, zdola a ohranicenej.

Nech y = f(z) je funkcia s definiénym oborom D(f) a nech p je najmensie kladné redlne ¢islo, pre ktoré
plati

1. ak z € D(f), tak z +p € D(f), x — p € D(f),

2. pre vSetky x, € D(f) plati f(z + p) = f(x).

Funkciu y = f(z) nazyvame periodickou funkciou s periédu p.

Na Obr. [3.4] je zndzornens periodicka funkcia s periédou p = 4.
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-4-3-2-10‘ 1 2 3\ 4
_1,|.

Obr. 3.4: Periodicka funkcia s periédou p = 4.

Hovorime, ze funkcia y = f(z) je pdrna, ak pre vSetky ¢isla x z defini¢ného oboru plati, ze funkéné hodnoty
funkcie f v ¢isle z a v Cisle —x st rovnaké. Teda

Ve e D(f):  f(-z) = f(z).

Graf parnej funkcie je simerny podla osi y.
Hovorime, Ze funkcia y = f(z) je nepdrna, ak pre vSetky z z definicného oboru plati, Ze funkéné hodnoty
funkcie f v v Cisle x a v ¢isle —x st opacné. Teda

Ve e D(f):  f(-z)=—f(2).
Graf neparnej funkcie je simerny podla pociatku stradnicového systému.
Poznamenajme, Ze ako parna tak i neparna funkcia musia matf definiény obor simerny podla podciatku
suradnicového systému.
Na Obr. [3.5] je uvedeny priklad parnej, neparnej funkcie a funkcie, ktord nie je ani parna a ani neparna.
Parna Nepéarna Ani parna, ani nepdrna
Y Yy Y

Obr. 3.5: Parna funkcia, neparna funkcia a funkcia ani parna ani neparna.

Pozndmka 3.1. Jedind parna goniometrickd funkcia je funkcia kosinus. Ostanté goniometrické funkcie sa
neparne. Teda pre vSetky x, pre ktoré si dané funkcie definované, plati

sin(—z) = —sinz
cos(—x) = cosx
tg(—x) = —tg x
cotg(—x) = —cotg x

3.6. Zistime, ¢i nasledujice funkcie su pdrne, nepdrne alebo ani pdrne a ani nepdrne.

z?—4 z?—4

a)f:y:z—5' b)g:y= o c) h:y=2zsinz. d) k:y=a?+ cosz.

a) Vhladom k tomu, ze D(f) = R — {5}, teda defini¢ny obor nie je simerny podla pociatku. Je zrejmé,
ze funkcia f nie je parna a nie je neparna.

b) Plati D(g) = R — {0}, teda defini¢ny obor je stimerny podla pociatku, a ma zmysel zistovat, ¢éi je
funkcia parna alebo neparna. Pre Va € D(g):
(—2)2 -4 224 22 —4
g(i‘r) = (—37)3 = — 3 = - 3 = 79(17)7
teda funkcia g je neparna.
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c) D(h) =R, Yz € D(h):
h(—x) =2(—xz) - sin(—x) = =2z - (—sinz) = 2zsinz = h(z),
teda funkcia & je parna.

d) D(k) =R, Yz € D(f):

k — 3 2 . . ’ ,
k(—x) = (=) + cos(—x) = —2® + cosz # (¥) ="+ cosa = nie je pirna

—k(z) = —(2® + cos x) = nie je neparna.

Ulohy

3.9. Rozhodnite, ¢i funkcie zndzornené na Obr. [3.6] st parne, neparne alebo ani parne a ani neparne. Svoje
tvrdenie zddvodnite.

a) b) c)

Obr. 3.6: Rozhodnite, ¢ dané funkcie st parne, neparne alebo ani parne a ani neparne.

3.10. Rozhodnite, ¢ je mozné dodefinovat tie funkcie znazornené na Obr. [3.6] ktoré nie s parne a nie st
neparne tak, aby boli parne resp. neparne. Svoje tvrdenie zdovodnite.

3.11. Vysetrite parnost, neparnost nasledujicich funkcii.

a)y=a12%+2. b) y=a3—1. c)y=z+1
2?2 + 3x .
d) v = . e) y = sin2x. f) y = 24 +sin’ 2.
VY=g )y )y
cos T

g) y=a®+sinz. h) y = R i) y =23 + 22
Vysledky
3.9. a) Parna. b) Parna. ¢) Ani parna, ani nepérna. d) Ani parna, ani neparna. e) Nepérna.

f) Ani parna, ani nepérna.
3.10. c) Ano. d) Nie. f) Nie.
3.11. a)Parna. b) Ani parna, ani neparna. c) Ani pérna, ani neparna. d) Ani parna, ani nepérna.

e) Nepérna. f) Parna. g) Nepérna. h) Nepérna. i) Ani parna, ani nepérna.
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Nech f je funkcia s definiénym oborom D(f) a nech M je podmnozina definiéného oboru. Ak pre kazdé dve
éisla x1, x5 € M také, ze x1 < xo plati:

f(z1) < f(x2) rastica

< klesaju
flay) < f(z2) hovorime, Ze funkcia f je na mnoZine M nemesajuea
f(z1) > f(z2) klesajica
f(z1) > f(z2) nerastica

Funkcie rastuice a klesajtce sa nazyvaja rydzomonotonne (ostromonotonne).

Na Obr. st znazornené priklady rasticej, neklesajicej, klesajticej a nerasticej funkcie.

Rasttica Neklesajuca Klesajica Nerastiica
) Y Yy Y

Obr. 3.7: Rasttca, neklesajica, klesajica a nerastiica funkcia.

Hovorime, 7Ze funkcia y = f(z) nadobtuda v bode a lokdlne mazimum (lokdlne minimum), ak existuje také
okolie bodu a, Ze pre vSetky x z tohto okolia, x # a plati

fla) > f(z) (f(a) < f(z)).

Lokélne extrémy mozeme uréit aj z monoténnosti funkcie. Funkcia y = f(z) mé lokdlne maximum v bode
a, ak je rasttica v niektorom Tavom okoli bodu a a klesajiica v niektorom pravom okoli bodu a. Analogicky,
funkcia y = f(z) ma lokdlne minimum v bode a, ak je klesajica v niektorom lavom okoli bodu a a ras-
tica v niektorom pravom okoli bodu a. Teda lokdlne maximum (lokdlne minimum) je najviésia (najmensia
hodnota), ktoru funkcia y = f(z) nadobtda na ur¢itej podmnozine defini¢ného oboru.

Na Obr. st ilustrované priklady funkcii, ktoré nadobtidaji lokdlne maximum, resp. lokdlne minimum
v bode a.

Lokélne maximum Lokédlne minimum
Y Y

Obr. 3.8: Lokalne maximum, lokdlne minimum.

3.7. Vysetrime monotdnnost nasledujicich funkcii a ndjdime ich lokdlne extrémy.
a) f:y=6—"Tux. b) g:y=e* 3. c)h:y:E d) k:y=2a%-9.

- .
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Riesenie.
a) D(f) = R. Nech z1,22 € R také, 7e 1 < z3. Potom —7x; > —Txs a 6 — Tz > 6 — Tz, teda
f(z1) > f(x2) éim sme dokdzali, Ze funkcia f je klesajica na R. Funkcia f nemd lokilne extrémy.

b) Nech x1,29 € D(g9) = R a nech x; < z5. Potom 2x; < 224, 7 tejto nerovnice dostdvame e2r1 < 272,
Teda e2*1 — 3 < e?*2 — 3, ¢o znamend g(z1) < g(w2). Teda funkcia g je rastiica na R. Funkcia g nem4a
lokalne extrémy.

c) D(h) =R — {0}. Rozoberme dva pripady.

1 1 5 5
1. Uvazujme x1, x5 € (—00,0) také, Ze x; < xo. Potom — > — = — > — teda h(z1) > h(z2) =
I X9 I To
funkcia h je klesajiica na (—oo,0).
1 1 5 5
II. Nech 1,z € (0,00) také, ze x1 < x2. Potom — > — = — > — teda h(z1) > h(z2) = funkcia
X1 X9 X1 o

h je klesajtca na (0, 00).
Funkcia h nema lokalne extrémy.

d) D(k) =R. RozliSme dva pripady.
L. Nech x1, 22 € (—00,0) také, ze 71 < z2. Potom 23 > 23 a 22 —9 > 23 — 9, ¢o znamend k(z1) > k(z2),
¢im sme dokézali, Ze funkcia k je na intervale (—oo,0) klesajica.
II. Uvazujme 1,22 € (0,00) také, Ze r1 < xo. Potom 27 < 23 a 23 — 9 < 23 — 9. Teda k(z1) < k(x2).
Z toho dostavame, ze funkcia k je na intervale (—oo, 0) rastica.

Teda funkcia ¥ ma v bode z = 0 lokdlne minimum, funkénd hodnota funkcie k£ v bode =z = 0 je
k(0) =02 -9 = —9.

Pozndmka 3.2. VySetrovanie monoténnosti a hladanie lokdlnych extrémov funkcie pouzitim definicie je dost
komplikované. Jednoduchsi spésob poskytuje vyuzitie vlastnosti derivacie funkcie.

Ulohy

3.12. VySetrite monoténnost a néjdite lokélne extrémy nasledujtcich funkcii.

a)y=x+2. b)y=1-uz. c)y=as
3
d) y=4. e)y:—; f) y = (z+3)%
g) y=a>+5x+4. h) y = 3". i) y = log, .
Vysledky
3.12. a) Rasttica na (—o0, 00), nemé lokélne extrémy. b) Klesajtca na (—o0,00), nemé lokalne extrémy.
c) Rastlica na (—oo,00), nemd lokélne extrémy. d) Ani rasttca, ani klesajtca, konStantnd funkcia,
nem4 lokédlne extrémy. e) Rasttica na (—o00,0), (0,00), nema lokdlne extrémy. f) Klesajtca
na (—oo, —3), rasttica na (—3,00), lokdlne minimum [—3,0]. g) Klesajica na (—oo, —3), rastica
na (—32,00), lokdlne minimum [—2,-2]. h) Rasttica na (—oo,0), nemé lokdlne extrémy. i)

Rastica na (0,00), nem4 lokalne extrémy.

3.6 Prostost funkcie
Funkciu f nazveme prostou, ak réznym ¢islam su priradené rozne funkéné hodnoty. Teda
Vri,z0 € D(f): x1# 22 je  f(w1) # f(x2).
Na overenie, ¢i je nejaka funkcia prosta slizi takzvany ,horizontélny test. Kazda priamka rovnobezné s osou

x pretne graf prostej funkcie v najviac jednom bode. Napriklad, funkcia na Obr. [3:9 nie je prosté, pretoze
existuje priamka p3 rovnobeznd s osou x, ktora pretne graf tejto funkcie v dvoch bodoch.

48



P1

D2

P3

Obr. 3.9: Priklad funkcie, ktora nie je prosta.

Ak je funkcia monoténna, tak je prosta. Opacné tvrdenie neplati. Na Obr. je znazornena funkcia, ktora
je prostéa, ale nie je monotoénna.

Obr. 3.10: Priklad funkcie, ktora je prosta, ale nie je monoténna.

-1
3.8. Zistime, ¢i funkcia f:y = 2z+3 je prostd.
Upravme
5 17 1
5xr—1): (2 J)==-——"- .
Gr=1):@e+3)=5 -5 5,73

Poznamenajme, e sme vyuzili delenie polynémov, pozri Priklad

Predpokladajme, ze

T, # To /2
2x1 # 2xo /+3
201 +3 #2224+ 3
1 1 17
21‘1+37£2l‘2+3 /(_7)
—-17 —-17
22z, +3) " 2(2x2+3)
5 17 5 17
2

20221 +3) 7 2 2(222+3)
ox1 — 1 oxe9 — 1
21 +3 7 229+ 3

Teda,
f(x1) # f(x2),

¢im sme dokézali, ze funkcia f je prosta.
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Ulohy

3.13. Zistite, ¢i st nasledujtce funkcie prosté.

a)y=x+2. b) y =22 —1. c)y=az3+2.
d) y=4. e)y:x+5. f) y =sinz.
x
Vysledky

3.13. a) Prost4. b) Nie je prosta. c) Prosta. d) Nie je prosta. e) Prosta. f) Nie je prost4.

3.7 Inverzna funkcia

Nech funkcia y = f(x) je prosta na defini¢nom obore D(f) a nech jej obor hodnét je mnozina H(f). Funkciu
7! nazgvame inverznou funkciou k funkcii f, ak definiény obor funkcie f~! sa rovna oboru hodnét funkcie
f,teda D(f~!) = H(f) a kazdému &islu y € H(f) sa priradi ¢islo x € D(f), pre ktoré plati y = f(x), ¢ize
z=f"1(y)

Inverzné funkcia k funkcii f~!(z) je funkcia f(x), teda ( f _1) o f. Grafy funkcie a funkcie k nej inverzne;j
st simerné podla priamky y = z. Inverzna funkcia existuje len k prostej funkcii.

Na Obr. je znazornena funkcia y = f(x) a k nej inverznd funkcia y = f~1(z).

Y

Obr. 3.11: Funkcia y = f(r) a k nej inverzna funkcia y = f~(x).
Postup pri hladani predpisu inverznej funkcie.
1. Zistime, ¢i je funkcia prosta. Ak nie je prostd, tak k nej neexistuje inverzna funkcia.
2. Formalne prezna¢ime r — y a y — .

3. Vyjadrime y ako funkciu z.

or — 1
2z +3°
RieSenie. Podla Prikladu je funkcia f prosté, teda k nej existuje inverznd funkcia. Prezna¢me z — y

Priklad 3.9. Ndjdime inverzni funkciu k funkcii f :y =
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a y — x v predpise funkcie f. Vyjadrime y ako funkciu x.

= A AL
2y+3)r=5y—1
2zy 4+ 3z =5y — 1 / — 5y — 3z
20y — by =—1— 3z
y(2z —5)=—1-3z R

-1-3z
LA T
1 143z

=Ty,

Ulohy

3.14. Nakreslite inverzné funkcie k funkciam znézornenym na Obr.

a) b)

Obr. 3.12: Nakreslite inverzné funkcie k danym funkciam.

3.15. Néajdite predpis inverznej funkcie k danym prostym funkciam.

3z —7
a) f: y=3x—2. b)f:y:2 .
—x
z—3 -
d)f: y=3—-In T e) f: y=5-2%
Vysledky
3.14. Pozri Obr. [3.13]
+2 20 +7
3.15. Loy = x . b) f71: y= . -1
a) [Ty=— VI = c) f

e) f71: y=logy(5—x). £) 7' y=3In(2? —4a).

o1

y:

c) f: y=log(Bz+1).

f) f: y=2+Vex 14

10" —1

d) f1:

y=3+4e37",



a) b) c)

Y Yy
Inverzné funkcia neexistuje,
dand funkcie nie je prosté.

d) e) f)

Inverzna funkcia neexistuje,
/ dand funkcie nie je prosté.
/ x z

Obr. 3.13: Inverzné funkcie k funkcidm znazornenym na Obr. [3:12]

3.8 Elementarne funkcie

POLYNOMICKA FUNKCIA ... f:y=ay+azc+ax®+--+a2”, @ €R,i=01,...,n
D(f) =R
Rozoberme niekolko $pecidlnych pripadov.
1. Konstantna funkcia ... f:y=a, a€R
Y D(f)=R
H(f) = {a}
y=a ohranicena
parna
a nie je prosta
grafom je priamka rovnobezna s osou x
T

Obr. 3.14: Konstantnd funkcia.

2. Linedarna funkcia ... f:ry=ax+b, a,beR a#0
Y
y=ar+b

) D(f) =R
H(f)=R
neohranicena

-2 monoténnost: e ak a > 0, tak je rastica,
" e ak a < 0, tak je klesajtca
/ prosta

grafom je priamka

Obr. 3.15: Linearna funkcia.
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fry=ax?+br+c, abccR, a#0

y=ax?+bxr+c

) Y a<0 ) a>0
S ‘

| b

| 2a

b \" :

T2a ‘ 2 : v
_E + Cl--_ |
Obr. 3.16: Kvadraticka funkcia.

a<0 a>0
D(f)=R D(f)=R
H(f) = (=00, — 7 +¢) H(f) = (=15 +¢,00)
ohranicena zhora ohranicené zdola
rasttica na (—oo, —%>, klesajiica na <—%7 oo) klesajiica na (—oo, —%), rasttica na <—%7 oo)
lokélne maximum [— -, —% + (] lokélne minimum [— 2, —% + ]
nie je prosta nie je prosta
grafom je parabola grafom je parabola

fry=ad*, a>0,a#1

) y=a
0<axl1 a>1

D(f) =R
H(f) = (0,0)
ohranicend zdola
monoténnost: e ak a > 1, tak je rastuca,

1 e ak 0 < a < 1, tak je klesajtca
prosta
grafom je exponencidlna krivka (exponenciala)
exponencialna funkcia y = a” je inverzna funk-

0 . cia k logaritmickej funkcii y = log, x

Obr. 3.17: Exponencialna funkcia.
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LOGARITMICKA FUNKCIA ... f:y=log,x,
Y y =log, x
O<axl1
0 1 €T
a>1

Obr. 3.18: Logaritmicka funkcia.

MOCNINOVA FUNKCIA ... f:y=2z", reR

Y

y==x

Obr. 3.19: Mocninové funkcia.
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a>0,a#1

D(f)=(0,00)
H(f)=R
neohranicend

monoténnost: e ak a > 1, tak je rastica,

e ak 0 < a < 1, tak je klesajtca
prosta
grafom je logaritmické krivka
logaritmicka funkcia y = log, = je inverzna
funkcia k exponencialnej funkcii y = a®

D(f) = (0,00)

H(f) = (0,00)

ohranicena zdola

monoténnost: e ak r > 0, tak je rasttca,
e ak r = 0, tak je konstantna,
e ak r < 0, tak je klesajica

V pripade, ak r € Z, tak definiény obor mocnino-
vej funkcie moéZzeme rozsirit na mnozinu vsetkych
realnych cisel.



Specialnym pripadom mocninovej funkcie je hyperbolickéa funkcia.

Hyperbolicka funkcia ... f:y= g, a€R, a#0
x

a>0 a<0

Obr. 3.20: Hyperbolické funkcia.

D(f)=R—-{0}
H(f)=R-{0}
neohranicena

monoténnost: e ak a > 0, tak je klesajica na (—o0,0), (0,00),
e ak a < 0, tak je rastica na (—o0,0), (0,00)
prosta
grafom je rovnoosova hyperbola

GONIOMETRICKE FUNKCIE

Funkcia sinus ... f:y=sinx
D(f) =R
H(f)=(-11)
Y J—sinz ohranicena
,,,,,,,,,,,,,, _ T periodicka s periédou 27
i . i 5 e rastica na (—%5 + 2k, 5 + 2kn), k € Z
-2 ! 2 | m Tﬂ—
73% . ! 0o T ! o x e klesajtca na (5 + 2k, 37“ +2kn), kel
77777777777 NS nie je prosta
-1 nepdrna ... sin(—z)= —sinz
grafom je sinusoida
Obr. 3.21: Funkcia sinus.
Funkcia kosinus ... f:y=cosx
D(f)=R
H(f)=(-11)
Y P ohranicena
1 periodicka s periédou 27

7\ 3 /\\ 37T/‘\ e rasttca na ((2k + 1)m, (2k +2)7), k € Z
| T2 —T ™ 2, |
! 2 2 e klesajtca na (2km, (2k 4+ 1)7), k € Z
| nie je prosta
-1 parna ... cos(—z) = cosx
grafom je kosinusoida

Obr. 3.22: Funkcia kosinus.
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| y | |
| | y=tgz |
; ; ; pd
T 0 s ™ 1 37 21 g
; 2 ; 2 ; 2
Obr. 3.23: Funkcia tangens.
Funkcia kotangens f:y=cotgx
Y
y =cotgx
—27 _3r - - 0 T us 3m 2m
2 2 2 2

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
4
i
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

Obr. 3.24: Funkcia kotangens.
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D(f)=R—-{(2k+1)%;kcZ}
H(f) =R

neohranicena

periodicka s periédou w

rastica na (=% +km, 5 +kn), k € Z
nie je prosta

neparna ... tg(—z)=—-tga
grafom je tangentoida

D(f)=R—{km;k € Z}

H(f)=R

neohranicena

periodicka s periédou m

klesajuca na (km,(k+ 1)m), k € Z
nie je prosta

neparna ... cotg (—x)= —cotg x
grafom je kotangentoida



Priesecnik P, s osou x je taky bod funkcie, ktorého y-ova stradnica je rovna 0. Nijdeme ho teda tak, ze
urcime, pre aké x dana funkcia f nadobtda hodnotu nula, t. j. f(z) = 0. Priesecnik P, s osou y je taky bod
funkcie, ktorého z-ova stradnica je rovna nule a ndjdeme ho tak, ze do predpisu danej funkcie dosadime za
z Cislo 0. Uréime teda funkénd hodnotu funkcie f v éisle 0. Poznamenajme, Ze vo vSeobecnosti moZze mat
funkcia bud Ziaden alebo prave jeden priese¢nik s osou y. Pocet priesecénikov s osou x modze byt nula, jeden,
dva, ..., nekonecne vela.

3.10. Nakreslime grafy nasledujicich funkcii.
1
a) f:y=—-x+2. b) f:y=—2%+6x—38. c)f:y:$+

. d y=e 2 -2,
P )[iy=e

a) Funkcia f : y = 2—x je linedrna. Jej definiény obor je mnozina vetkych redlnych ¢isel. Grafom linedrne;
funkcie je priamka. Priamka je jednozna¢ne uréend dvoma roznymi bodmi. MoZeme napriklad néjst

. . , . . 0]2
prieseéniky s osou z a osou y. Lahko vyplnime nasledujiicu tabulku. %
y!121(0

b) Funkcia f: y = —22 + 62 — 8 je kvadraticka funkcia, defini¢ny obor st vSetky realne ¢isla. Jej grafom
je parabola s lokalnym maximom, pretoZe koeficient pri x2 je zdporny (a = —1). Vrchol paraboly, teda
bod, v ktorom funkcia nadobiida lokalne maximum, najdeme tpravou kvadratického trojclena na taplny
Stvorec

—2? +62—8=—(22—62+8)=—[22+2-(-3)- 2 +8] =—[(-3)?-9+8 =—(z-3)> + 1.

Vrchol paraboly je bod V' = [3,1].

Prieseéniky paraboly s osou x najdeme riesenim kvadratickej rovnice —2% 4 6x — 8 = 0. Plati
0=—2>+62—-8=—(22—6x+8)=—(z—2)(x—4),

teda P, = [2,0], Py, = [4,0]. Poznamenajme, %e ak m4 kvadratickd funkcia prieseéniky s osou x, tak
vzhladom na symetriu plati, Ze xz-ovii stradnicu vrchola dostaneme ako aritmeticky priemer z-ovych
suradnic priesecnikov s osou z. Teda z-ova stradnica vrchola je zy = 2;“—4 = 3. y-ovu suradnicu vrchola
dostaneme ako funkéntt hodnotu funkcie v bode 3, teda yy = y(3) = =32 + 6 - 3 — 8 = 1. Teda vrchol

paraboly je V = [3,1].

Priese¢nik s osou y je bod P, = [0, 7], pri¢om y-ovt stradnicu dostaneme ako hodnotu funkcie v bode
z =0, teda y(0)=-0+6-0-8=-8 = P,=1[0,-8].

1
¢) Funkcia f: y = rtl mé definiény obor Dy = R — {—2}. Upravme

T+ 2
z+l x42-241 (x42)-1 242 1 1
y_x+2_ x+2 Tz 42 42 x+2 x+2

Dana funkcia je Specidlnym typom mocninovej funkcie, ktort nazyvame hyperbolicka funkcia a jej
grafom je rovnoosova hyperbola. Oproti grafu funkcie y = —%, je graf nasej funkcie posunuty v smere
osi z 0 hodnotu —2, v smere osi y o hodnotu 1.

d) Vyuzijtc vlastnosti mocnin dostdvame e 2% = (6’2)‘76.
Kedze
e>1 = €2>1 = 0<e?<l,

teda y = e~2* je exponencialna funkcia so zdkladom z intervalu (0,1), teda je to klesajtica funkcia.

Pripocitanie konstanty —2 k funkcii ma za néasledok, ze graf funkcie sa posunie v smere osi y o hodnotu
—2.

Je zrejmé, ze defini¢ny obor tejto funkcie su vSetky redlne ¢isla.

Grafy danych funkcii st znazornené na Obr.
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y=—c+2

2 x 2/ 3 \4 x
c) y d) y
y:% y=e2 2
,,,,,,,,,,,,,,,,, Lo
e

r+1

Obr. 3.25: Grafy funkcii y = -2+ 2,y = -2+ 62— 8, y = w12
x

,y:e_%—2.

Priklad 3.11. Najdime priesecniky funkcit
y=2>+1, y=z+3

a zakreslime oblast ohranicent grafmi tychto funkcis.
Riesenie.

Priese¢niky grafov dvoch funkcii st body, ktoré lezia na grafoch oboch funkcii. Ich stradnice vyhovuja
ako predpisu prvej, tak aj predpisu druhej funkcie. Teda tloha néjst priese¢niky grafov dvoch funkcii sa
preformuluje na tlohu riesit rovnicu

2+1=x+3.

Teda

22—r—-2=0
(z+1)(z—2)=0

I = 71, T2 :2,

pri¢om y-ové suradnice prieseénikov dostaneme dosadenim z-ovych siradnic do Tubovolného predpisu z da-
nych funkcii

y(—1) = —1+ 3 = 2 = prieseénik P, = [-1,2],

y(2) =2+ 3 =5 = priesetnik Py = [2,5].

Grafom kvadratickej funkcie y = 2+ 1 je parabola s vrcholom v bode [0, 1]. V tomto bode funkcia nadobtida
lokalne minimum.

Funkcia y = £+ 3 je linedrna a jej grafom je priamka. Priamka je jednoznacne uréend dvoma bodmi. Mézeme
vyuzit jej prieseéniky s parabolou.

Oblast ohrani¢ena grafmi funkcii y = 22 + 1, y =  + 3 je znézornena na Obr.
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2 x

Obr. 3.26: Oblast ohranidena grafmi funkcii y =22+ 1, y = = + 3.

Ulohy

3.16.

3.17.

3.18.

3.19.

3.20.

3.21.

Nakreslite grafy nasledujucich funkcii.
a)y=a% y=ab y=2% y=(@+2% y=@-1% y=(z+1)’+2
b)y=a% y=-a% y=1% y=@+1)% y=(@-2°-4

)y=a% y=a% y=ai; y=ui.

d) y = z; y=%; y = (V).

Nakreslite grafy nasledujtcich funkcii a popiste ich vlastnosti.

a)y=2(z+2)(z—3). b) y=—(z—4)(z+2). c)y=a>+2z+2.
d)y=—2?—-4. e) y=3(z+2)2 f)y=-3(z+1)>%
Nakreslite grafy nasledujucich funkcii a popiSte ich vlastnosti.
1 2 2
= —, = — . = 3 .
a)y=— b)y=—— y=3+_——
1 x+4 x+1
dy=-1- . = . f)y= .
)y P e)y=_——3 )y=_——3

Nakreslite grafy nasledujucich funkcii.

a)y=e" y=e " y=2% y=(3) y=e" y=& y=37

b) y=Inz; y=logy,z; y=logx; y=Ilog;x; yzlog%x; yzlog%x.

)y=2%+1; y=3-2% y=2% ¢y=3""1 gy=e"-2 y:(%)r—k&

d) y=In(z+2); y=logy(zr—4); y=logi(z—2); y=logi(zx+1); y=log(x+1)+2.

Néjdite prieseéniky nasledujicich funkcii s osou x a osou y.

a)y=(z+2)(x—4). b) y=2(z+3)(% —2). ¢) y=a2+6x+19.
-2 z—1
d - *6 1 -1 . = r . f — .
)y (@+3)(z—3) e)y - )y P
(x+3)(z—2) 2?2+ 2 —2 z? — 16

= h)yy=——. i)y=—5——.

8) Y x+4 )y 2 — 21— 8 0y 22 —x—6

Zakreslite oblast ohrani¢ent grafmi danych funkcii a najdite ich prieseéniky.

a)y=-r+2, y=-—a’+4dz-2. b)yy=23, y=a>—10z+17.

99



3.22.

3.23.

3.24.

3.16.

3.17.

3.18.

3.19.

y=a3 y=-Tzx+8, y=_8 d)y=2>+22-3, y=0.

e)y=—a’>+4r+5 y=0. f)y=a22+2z, y=a+2.
Zakreslite oblast ohranicend grafmi danych funkcii a najdite ich priese¢niky.
a)y=a22-9, y=—-5r—09. b)y=a2?2-1, y=1-2a2
c)y=22—x—-6, y=—a?+5r+14. d)y=22—2-6, y=—-a?+22-71.
JUZ 2
e)y=a’ y=-, y=4 f)y=2° y=Vu
Zakreslite oblast ohranident grafmi danych funkcii a najdite ich priesecniky.
6
a)y=2a° y=.7. b)y=—-, y=7—ux.
T
4 2
Qy=—-, y=4dx, y==x. d)y=2° y=2.
x
2 z?
Nakreslite oblast ohrani¢ent grafmi danych funkcii a najdite ich priese¢niky.
2
3
a)y=4-1° y=2a° b)y:x—7 y=—+ .
2 2
)y=a2+2, y=22%+1. dy=(r—-132 y=1-um
e)y=c", y=e 7 y=c f)y=e”, y=e* y=4

Vyuzite poznatky z podkapitol [3.8] Elementarne funkcie a [3.I] Pojem funkcie, defini¢ny obor funkcie,
kde je uvedené, ako sa zmenia grafy funkcii, ak sa ich predpis modifikuje.

a) D(f) =R, H(f) = <_725,oo), zdola ohranicené, rastiica na (%,oo), klesajica na (—oo, %), lokdlne
minimum [ , %], ani parna, ani neparna, nie je periodicka, nie je prosta.

b) D(f) = R, H(f) = (—00,9), zhora ohranicend, rastica na (—oo,1), klesajica na (1,c0), lokalne
maximum [1, 9], ani parna, ani neparna, nie je periodicka, nie je prost4.

c) D(f) =R, H(f) = (1,00), zdola ohrani¢end, rastica na (—1,00), klesajica na (—oo, —1), lokdlne
minimum [—1, 1], ani parna, ani neparna, nie je periodicka, nie je prosta.

d) D(f) =R, H(f) = (—o0, —4), zhora ohranicend, rastca na (—oo,0), klesajica na (0,c0), lokalne
maximum [0, —4], parna, nie je periodick, nie je prosta.

e) D(f) =R, H(f) = (0,00), zdola ohrani¢end, rastica na (—2,00), klesajica na (—oo, —2), lokdlne
minimum [—2, 0], ani parna, ani neparna, nie je periodicka, nie je prosta.

£) D(f) =R, H(f) = (—o0,0), zhora ohranicend, rastiica na (—oo, —1), klesajica na (—1,00), lokdlne
maximum [—1, 0], nie je parna, nie je nepéarna, nie je periodicka, nie je prost4.

=

a) D(f) = R—{0}, H(f) = R—{0}, neohranicend, klesajica na R—{0}, nemd lokalne extrémy, neparna,
nie je periodicka, prosta.

b) D(f) = R—{0}, H(f) = R— {0}, neohrani¢end, rastica na R — {0}, nem4 lokélne extrémy, neparna,
nie je periodicka, prosta.

c) D(f) =R — {2}, H(f) = R — {3}, neohranicend, klesajica na R — {2}, nem4 lokalne extrémy, ani
parna, ani neparna, nie je periodicka, prosta.

d) D(f) = R—{-2}, H(f) = R — {—1}, neohranifen4, rasttica na R — {—2}, nem4 lokilne extrémy,
ani parna, ani neparna, nie je periodicka, prosta.

e) D(f) =R — {2}, H(f) = R — {1}, neohranicend, klesajica na R — {2}, nem4 lokalne extrémy, ani
parna, ani neparna, nie je periodické, prosta.

f) D(f) =R — {3}, H(f) = R — {1}, neohranicen4, klesajica na R — {3}, nem4 lokédlne extrémy, ani
parna, ani neparna, nie je periodicka, prosta.

Vyuzite poznatky z podkapitol [3.8] Elementarne funkcie a [3.1] Pojem funkcie, defini¢ny obor funkcie,
kde je uvedené, ako sa zmenia grafy funkcii, ak sa ich predpis modifikuje.
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3.20.

3.21.

3.22.

3.23.

3.24.

a) Py, = [~2,0], Po, =[4,0], P, = [0,=8].  b) Py, =[=3,0], Po, = [3.0], P, =[0,3].
c) P,=[0,19.. d) P, =[-3,0], P,, = [1,0], P, =[0,1].  e) P, =[2,0].

2

f) P, =[1,0], P, = [0,—1]. &) P», =[-3,0], P, =[2,0], P, = [0,—3]. h) P, = [1,0], P, = [0, 1].

i) Py = [470]v Py, = [*470]a Py, = [07%]

a) [1,1],[4,-2]. b) [1,8],[8,1]. c) [0,8],[1,1],]2,8]. d) [1,0],[-3,0]. e) [-1,0],[5,0].
f) [1,3],][-2,0]

a) [0,-9],[-5,16]. b) [1,0],[-1,0]. ¢c) [-2,0],[5, 14]. d) [1,-6],[3,—%].

e) [0,0],[-2,4],[2,4],[—4,4],[4,4]. £) [0,0],[1,1].

a) [0,0],[1,1].  b)[L,6],[6,1]. <) [0,0],[-1,—4],[1,4],[2,2],[-2,-2]. d) [v2,2],[-Vv2,2].
e) [0,0],[4,16].  £)[2,1],[-2,1].

a) V2.2, [-v2.2].  b)[L3].[-3.3). o [13.[-13 ) 01,10
e)[-2,e7%],[0,1],[2,€?].  £)[0,1],[In4,4],[In2,4].

Pozndmka 3.3. Goniometrickymi funkciami sa budeme zaoberat aj v [5 kapitole Goniometria.
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3.9 Testy

3.9.1

Test 1

V nasledujtcich tlohéch zvolte spravnu odpoved, resp. spravne odpovede.

3.1.

3.2.

3.3.

3.4.

3.5.

1
Definiény obor funkcie f(z) = v4—x+In(1+z) — - je

A)(—1,0)U(0,4). B) (—1,0) U (0,4). C) (—1,4). D) (—1,4).
Funkcia f(x) = —2x — 1 pretne os & v bode s z-ovou stradnicou rovnou
A) 0. B) —2. C) —1. D) —1.

Kvadratickd funkcia majica vlastnosti f(0) =4, f(1) = 0, f(—1) = 10 mé funkénd hodnotu pre x = 2
rovnd ¢islu

A) 1. B) 2. C) -2. D) 0.

Zistite, ktoré z nasledujucich funkcii su klesajice na celom svojom definicnom obore.
A) f() = 3. B) f@)=1-4%  C) f(a) =logs(2+3). D) f(z)=5""".

Rozhodnite, ktoré z nasledujtcich tvrdeni o funkcii f(z) = 22 — 4z + 1 st pravdivé.

A) Funkcia f je rastica na celom definitnom obore.  B) Funkcia f m4 lokdlne minimum [2, —3].

C) Funkcia f je ohranicend. D) Funkcia f je prosta.

Spravne odpovede: B, D, C, A, B.
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3.9.2 Test 2
V nasledujtcich tlohéch zvolte spravnu odpoved, resp. spravne odpovede.

1. Rozhodnite, ktoré z nasledujtcich tvrdeni o funkcii f(z) = 22 + 42 — 1 st pravdivé.
A) Funkcia f je klesajica na (—oo, —2). B) Funkcia f je ohranicenA.

C) Funkcia f mé lokdlne minimum [—2, —5]. D) Funkcia f je prosta.

2. Grafom funkcie f(z) =3% —1 je
A) Priamka prechadzajtaca bodmi [0,0] a [1,2]. B) Ohranicend krivka.

C) Krivka prechddzajtca bodmi [ —1,—2] a [1,2]. D) Parabola.

3. Funkcia f(x) = 2log(x — 4) pretne os x v bode

A) [4,0]. B) [0,0]. C) [5,0]. D) [14,0].
. . 2 .
4. Defini¢ny obor funkcie f(z) = “3—_95 + logs x je
A) (0,00). B) (0, 3). C) (0,3). D) (0,3).
5. Funkcia f(z) = —3x + 2 pretne os « v bode, ktorého z-ové stradnica je
A) 0. B) 2. C) 2. D) 3.

Spravne odpovede: A a C, C, C, D, C.
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V nasledujtcich tlohéch zvolte spravnu odpoved, resp. spravne odpovede.

1.

Definiény obor funkcie f(z) =3 — z + In(2z — 1) je

A) (3,3). B) (33)- C) (3:3)- D) (3, 00).
Linearna funkcia, ktorej graf prechddza bodmi [0,2] a [-1, —1] je dané predpisom
A)y=x+2. B) y =3z — 2. C)y=3zx+2. D) y=2-3x.

Kvadratickd funkcia majtca vlastnosti f(0) =3, f(2) =7 a f(—2) = 7 mé funként hodnotu pre x = —1
rovnu Cislu

A) 1. B) 3. C) 4. D) 2.
Rozhodnite, ktoré z nasledujucich tvrdeni o funkcii f(x) = 2 — 5% st pravdivé.

A) Funkcia f je klesajtca na celom definicnom obore. B) Funkcia f je parna.

C) Funkcia f je ohranicena. D) Funkcia f je prosta.
2
—4
Priesecniky funkcie f(z) = ﬁ s osou x si
A) P, =[0,0]. B) P, = [4,0].
C) P, = [1,0]. D) P,, = [0,0] a P,, = [4,0].

Spravne odpovede: B, C, C, A a D, A.
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V nasledujtcich tlohéch zvolte spravnu odpoved, resp. spravne odpovede.

1.

Kvadratickd funkcia, ktorej graf prechddza bodmi [0, —3], [1,0] a [3,0], je dané predpisom

A) f(z) = —2% + 4z - 3. B) f(z)=(z—1)-(3—2).
C) f(z) = 2% — 4z + 3. D) f(z) = —2% — 3x.
. Zistite, ktoré z nasledujucich funkcii st rastice na celom svojom definiénom obore.
A) f(x) = 2% -3. B) f(z) =1-2% C) f(z) =logy (2 + ). D) f(x) =5°+2.
2 = 1l
. Defini¢ény obor funkcie f(z) = + Vo —1+logZ je
Vg f(z) ey V g% J
A) (0,8). B) (1,8). C) (0, 8). D) (0,1).
. Funkcia f(z) =1 — 2-2” nadobuda kladné hodnoty pre = patriace do
A) R. B) (—o0,—1). C) 0. D) (—1,00).
. Rozhodnite, ktoré z nasledujtcich tvrdeni o funkcii f(x) = —22 + 2z — 3 s pravdivé.
A) Funkcia f je prosté. B) Funkcia f m4 lokalne maximum [1, —2].
C) Funkcia f je zdola ohranicena. D) Funkcia f je rasttica na celom definiénom obore.

Spravne odpovede: A a B, D, A, B, B.
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Nech y = f(z) ay = g(x) st dve funkcie premennej = definované na mnozine, ktoré je podmnozinou mnoZiny
realnych ¢isel.

Rovnica je vztah rovnosti medzi dvoma algebraickymi vyrazmi. Napriklad vztah rovnosti

medzi dvoma funkciami tej istej premennej sa oznacuje ako rovnica s jednou nezndmou x, pre vSetky = € D,
pre ktoré plati rovnost. Mnozinu D nazyvame definiéngm oborom rovnice, f(x) je Tava strana a g(z) prava
strana rovnice.

Riesenim rovnice (koreriom) je ¢islo xg, ktoré po dosadeni za x zmeni rovnicu na pravdivi rovnost
f(zo) = g(x0).

Riedit rovnicu znamend ur¢it mnoZinu rieseni (mnoZinu korernov, obor pravdivosti rovnice) K, K C D.
Mnozina rieSeni rovnice K je teda mnozina vSetkych ¢isel, pre ktoré sa hodnota lavej strany rovnice rovné
hodnote pravej strany rovnice. RieSenie pozostéva z iprav — postupnosti rovnic, a to bud ekvivalentnych alebo
dosledkovych, az kym nedostaneme rovnicu, ktorej korene vieme urcit. Ekvivalentné tpravy st tpravy, ktoré
nemenia obor pravdivosti rovnice, na rozdiel od désledkovych tprav, ktoré obor pravdivosti rovnice menia.
Ak vykondvame iba ekvivalentné tupravy, tak maji povodna i nova rovnica rovnaki mnozinu rieSeni, teda
skuska nie je nutna. Pri pouziti dosledkovych tprav je nutné urobit skusku. Skusku vykondme dosadenim
rieSenia xg za x zv1ast do lavej strany povodnej rovnice a zvlast do pravej strany pévodnej rovnice a nasledne
porovname vysledky.

Ekvivalentné dpravy.

e Vzajomna vymena stran rovnice
f(@) = g(x) & g(z) = f(2).

e Pripocitanie, od¢itanie toho istého ¢isla alebo vyrazu s nezndmou, ktory je definovany v celej mnozine
rieSeni k obom stranam rovnice

f(@) = g(x) & f(z) + h(z) = g(z) + h(z).

e Vyndasobenie oboch stran rovnice tym istym ¢islom alebo vyrazom s neznamou, ktory je rézny od nuly
a je definovany v celej mnozine rieseni

hx) £0prece M: ()= gla) & f(x) - h(z) = g(x) - h(x).

e Umocnenie, odmocnenie oboch strdn rovnice prirodzenym mocnitelom, ak st obe strany rovnice neza-
porné v celej mnozine rieseni

f@) 20, g(x)20prex e MineN:  f(z)=g(zx) & f(2)" =g(x)",
f(x) >0, g(z) >0prex e M\,neN: f(z)=g(z)<

e Logaritmovanie oboch stran rovnice pri tom istom zéklade, ak sii obe strany rovnice kladné v celej
mnozine rieseni

f(x) >0, g(x) >0prex € M,a>0,a#1: f(z)=g(z) < log, f(z) = log, g(z).
Daésledkové upravy:

e Vynasobenie oboch stran rovnice tym istym c¢islom alebo vyrazom s neznamou, ktory je definovany
v celej mnozine rieseni

f(@) = g(z) = f(z) - hx) = g(z) - h(z).
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e Umocnenie, odmocnenie oboch stran rovnice prirodzenym mocnitelom

neN: f(@)=g() = f2)" = gla)",
neN: f(2)=g() > VF@) = Vo).

Pri grafickom rieSend rovnice f(x) = g(x) zostrojime grafy funkcii f a g. Hladané rieSenie, resp. rieSenia,
si urCené z-ovymi suradnicami prieseénikov tychto grafov. Ak sa dané grafy nepretni, tak rovnica nemé
rieSenie. Ak dostaneme jeden priese¢nik, tak rovnica ma jedno rieSenie, ... To znamena, Ze pocet priese¢nikov
urcuje pocet rieSeni rovnice.

Nerovnica je vzfah, pri ktorej sa hladaja vietky &isla danej mnoziny, ktoré spliiaji niektort z nerovnosti
f(@) > g(z), f(z) <g(z), f(z) = g(x), f(z) < g()
Pri rieSeni nerovnic moézno pouzit nasledujtce ekvivalentné ipravy.

e Zamena stran nerovnice so su¢asnou zmenou znaku nerovnosti nerovnice
f(z) <g(z) & g(x) > f(z).

e Pripocitanie ¢isla alebo vyrazu s neznamou, ktory je definovany v celej mnozine rieseni k obom stranam
nerovnice

f(x) <g(x) & f(z) + h(z) < g(x) + h(z).

e Vynasobenie nerovnice tym istym ¢islom alebo vyrazom s nezndmou, ktory je definovany a rozny od
nuly v celej mnozine rieSeni

h(z) >0prexz e M: f(x)<g(x) < f(z) - h(z) < g(z) - h(z),
h(z) <Oprexe M: f(x) <g(x) e f(x)-h(z) > g(z)- h(z).

e Umocnenie, odmocnenie v pripade, ak s obe strany nerovnice nezaporné v celej mnozine rieseni
f(x) >0, g(z) >0prexe M,neN: f(z)<gx)e f(z)" <glx)",

f(@) 20, g(z) 20prexe MineN:  f(z) <g(z) & I/ f(z) < Vg(x)

Rozlisujeme rovnice (nerovnice) linedrne, kvadratické, exponencidlne, logaritmické, iracionélne, goniometické,
s absoliitnou hodnotou, s parametrami. Poznamenajme, Ze rieSenim goniometrickych rovnic a nerovnic sa
budeme zaoberat v [bl kapitole Goniometria.

Nech a,b € R, a # 0. Rovnica tvaru
ar+b=0

sa nazyva linedrna rovnica s jednou neznamou z. Jej jedinym koreflom v mnozine redlnych ¢isel je ¢islo

Pri rieseni rovnic, ktoré sa daji upravit na tvar ax + b = 0, mézu nastat nasledujtce pripady:

e ak a # 0, tak K = {—g ... rovnica méa prave jedno riesenie,
eaka=0,b=0,tak K =R ... rovnica ma nekonecne vela rieSeni,
e aka=0,b#0,tak K =0 ... rovnica nema4 rieSenie.
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4.1. Riesme v R rovnicu

7 1
25z —1)—11 (:E33> —13(3+x> —12z.

Najprv roznasobme zatvorky a zjednodusme zlomky

25z — 1) — 11 ") sty 12

7 13
101‘—2—1135—}—5:?—1—1330—1230

-2-3+7 13
g =gt
1 13
Trhg =gt /= )3
—2x=4 /:(-2)
T = -2

Defini¢ny obor rovnice su vSetky redlne ¢isla, to znamend, Zze hladdme riesenie v R, ¢ize K = {—2}. Pri
vypocte sme vykonali len ekvivalentné upravy, teda skaska nie je nutna.

4.2. Riesme v Z rovnicu

l—-2 2-2
2tz 3+a
Vyrazy nachidzajice sa v rovnici maji zmysel, ak s splnené nasledujiice podmienky
T # =2, x#-3.
Upravme
l—-2z 2-=x

29+z 34z [-@+a) /- B+a)

1-2)B8+z)=02—-2)(2+2)
3+2—3r—a2*=4—2° [+a?
3-2r=4 /-3
—2x=1 /:(-2)
v 1

2

Cislo f% vyhovuje podmienkam, nie je vSak celé ¢islo. Rovnica nem4 rieSenie v mnozine celych ¢isel, K = ().

4.3. Riesme v R nerovnicu
3x+4 T—=z < 1+ 33:)
— >3z — .

5 2 10

Odstranme zlomky

5 2 10
23z +4) — 5(7 — x) > 30x — 3(1 + 3x)
6 +8—35+5x > 30x —3 -9z
11z —27>21e -3 [/ —2lz, [+27
—10z > 24 /:(—10)

3r+4 T-— 1+3
T x>3(:v— +x> /-10

< 24
r< —2=
10

< 12

T < ——.
)

Teda K = (foo, 715—2) .
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4.1. Rieste v R rovnice.

a) 2z +3(4—z) = 11.

b) 10z + 3(7z — 2) = 8.

20— 1 2r —
0 B2 > d) (2 —3)(x+4) — 62+ 4 = (x — 4)2.
e) 2r — 5 4x—5_ ) r 1 r—4
3r—4 6x—1 x—3 (z-3)2 (z-3)2
4.2. Rieste v R rovnice.
a)x72+x73+x74+x7670 1_3£ _t
2 3 4 6 b)yz——2 49
4 3
r 24 3x
6  x+2 a? 42 27
= U. d - .
Rl R s g ) z,1-¢2 2
6 3
1 1
e) 5= . Ty Ty
5 .1 Hnid 44 o
Ty 4—z 44z
4.3. Rieste v R nerovnice.
4r—3 bxr+2 z+1 x-—1 3r—1 Tx —8 z—1
— _3<
a) —— <3 b) = 5 353 A TR
3+ 2z 2 3 3 4
d <0. > . f < .
) o1 = 3 5 s ) 2r 1“3 2
2r —5H T+ 2 “3—-x xz+4
. > 3. .
8) 1 3 ! h) 5, =3 D352

4.4.
4.5.

4.6.

4.7.

4.8.

4.1.
4.2.

4.3.

4.4.
4.5.
4.6.

N4jdite dve realne ¢isla, z ktorych jedno je o 10 vicsie ako druhé, ak rozdiel ich druhych mocnin je 400.

Sucet troch &isel je 266. Ked delime druhé z nich prvym, dostaneme podiel 6 a zvySok 1. Ak delime
tretie ¢islo druhym, opif dostaneme podiel 6 a zvySok 1. Ktoré s to ¢isla?

Zamestnanca prijali do prace s platom 900 eur mesacne. V priebehu roka mu plat zvysili na 1 000 eur.
Za cely rok zarobil 11 600 eur. V ktorom mesiaci dostal prvykrat vyssi plat?

Ked sa posadi v kine 7 navstevnikov do kazdého radu, zostane pre posledny rad len jeden divak. Ked
sa posadi do kazdého radu 6 divdkov, nezostane pre jedného miesto. Kolko divdkov je v kine?

V triede st chlapci a 20 dievéat. Dievcat prospieva 16 a chlapci vSetci. Kolko ziakov je v triede, ak
prospieva 87,5 % vsetkych?

a)l. b)i. ¢ -I. d)8  e)-15. f)R-{3}.

a).  b)2. ¢)8 d)l. e) -5 f)O0.

DL BLx 90 O30 & (-xHuEd) D (U
g) (5:3) W (53 D (-00-3)U(55)

15, 25.

6,37,223.

V 5. mesiaci po nastupe do zamestnania.
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4.7. 43 divakov.
4.8. 32 ziakov.

4.2 Kvadratické rovnice a nerovnice
Nech a,b,c € R, a # 0. Kvadratickd rovnica s jednou nezndmou x méa tvar

ax® 4+ bz + ¢ = 0.

2

Vyraz ax® nazyvame kvadraticky ¢len, bx linedrny Clen a ¢ nazyvame absolitny ¢len kvadratickej rovnice.

Pocet rieseni kvadratickej rovnice az? + bx + ¢ = 0 zavisi od diskriminantu D, ktory vypoéitame ako

D = b? — 4ac.

e Ak D > 0, tak kvadratickd rovnica ma dva rozne reilne korene

—b++vD

T12 =
2a

e Ak D =0, tak kvadratickd rovnica mé jeden dvojnasobny realny korei

_b
2a°

e Ak D < 0, tak kvadraticka rovnica nemé realny koren.

Aka #0,b#0, ¢ # 0, tak rovnicu azx? 4 bx +c = 0 nazyvame tplnou kvadratickou rovnicou. Ak kvadraticka
rovnica neobsahuje linedrny ¢len, t. j. je v tvare ax®+c = 0, nazjva sa rydzokvadratickd. Kvadraticka rovnica,
ktora neobsahuje absolitny ¢len, t. j. ma tvar az? 4 bx = 0, sa nazjyva kvadraticka rovnica bez absolitneho
¢lena.

Pre a # 0, mozno rovnicu ax? + bx 4 ¢ = 0 vydelit ¢islom a a upravit ju na normovany tvar 2+ pzx +¢q = 0,
pricom pre jej korene z1, xo plati
1+ X2 = —p, T T2 = ¢,

resp.
c
T +2T9g = ——, T, -Tg = —.
a a
Pozri tiez [2] kapitolu Algebraické vyrazy.
Priklad 4.4. Riesme v R rovnice
a) 422 — 25 = 0. b) 422 — 22 = 0. c) 22 — 3z — 10 = 0.

Riesenie.
a) Tato rydzokvadratickd rovnicu moZeme riesit rozkladom na saéin

4o? —25 =0
(2 —5)(2z +5) =0.
Sucin dvoch vyrazov sa rovna nule, ak aspon jeden z nich je rovny nule, preto
2 —5=0 alebo 2z+4+5=0
5

5
T = 3 alebo x5 = —5

Teda riesenim danej rovnice je mnozina K = {:I:%} .
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b) Ide o kvadratickii rovnicu bez absoliitneho ¢lena a mozeme ju riesit napriklad vynimanim pred zatvorku

422 — 22 =0
2x(2x — 1) =0.
Teda
20 =0 alebo 2z —1=0.
Odtial

$1=0,$2=§

1
K=40,->.
c) Uplnt kvadratickt rovnicu 22 — 3z — 10 = 0 vyrie$§ime pomocou diskriminantu. Je zrejmé, 7e a = 1,

b= -3, c=—-10.
D =1b*—4dac=(-3)* —4-1-(—10) = 9 + 40 = 49.

Pre korene dostavame

347 _10 _
xu:—bi\/D:3i\/49:3i7: 2 2 =
’ 2a 2-1 2 3—7 4
BT R

Preto K = {-2,5}.

4.5. Riesme v R rovnicu
3+r o+ 27

3—xz x-27

Vyrazy nachadzajlce sa v rovnici maju zmysel, ak st splnené nasledujice podmienky
x#3, x #27.
Upravme

ST TR 3o, /w2
B+z)(xz—-27)=(z+27)(3—1x)
3x — 81 + 22 — 27w =3z — 2? + 81 — 2Tz
x? —24x — 81 = —a? — 24z +81 /+ 22 /+ 242, / + 81
202 =162 /:2
=81 /v
|z =9
x=49.

KedZe ¢isla +9 vyhovuji podmienkam x # 3, x # 27, dostavame
K = {£9}.

4.6. Riesme v R nerovnicu
2?2 -9z +8<0.

RozloZzme vyraz na lavej strane na staéin korenovych ¢initelov

2 —9r+8<0
(x—1)(z—8) <0.
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Odtial dostavame nulové body z = 1, = 8 , t. j. ¢isla, v ktorych vyraz 22 — 92 + 8 nadobtida hodnotu
nula. Tieto ¢isla rozdelia mnozinu redlnych éisel na tri intervaly (—oo, 1), (1,8) a (8,00). Poznamenajme, ze
kedze ¢islo 1 a aj ¢islo 8 st riesenim danej nerovnice, intervaly by mohli byt aj tvaru (—oo, 1), (1,8) a (8, 00).
Dolezité je, aby ako ¢islo 1, tak aj ¢islo 8 patrilo do niektorého intervalu.

Vysetrime znamienka vyrazov x — 1 a x — 8 na tychto intervaloch, t. j. zvolime Tubovolné ¢islo zvnatra daného
intervalu a dosadime ho do vyrazu. Napriklad z intervalu (—oo, 1) zvolme &islo —b5:

—5-1=-6 = ,—*
—5—-8=-13

x—1|

r=-5

— = _«

Vysledky zapiSeme do tabulky a uréime vysledné znamienko vyrazu (z—1)(z—8) na jednotlivych intervaloch.
Poznamenajme, Ze stcin dvoch kladnych, resp. dvoch zapornych ¢isel, je ¢islo kladné a stcin kladného
a zaporného cisla je ¢islo zaporné.

(=00, 1) | (1,8) ] (8,00)
z—1 - + +
r—8 — —
(x —1)(z —8) + = +

KedZe hladdme interval, na ktorom vyraz (z — 1)(z — 8) nadobtda nekladné hodnoty (< 0), tak rieSenim
nerovnice je interval (1, 8). Teda
K =(1,8).

4.9. Rieste v R rovnice.

a) r2 — 14x + 33 = 0.

d) 22 — 14z 4+ 49 = 0.

b) 2% — 10z + 25 = 0.

e) 422 —5x +1=0.

c) 22 —4x+13 =0.

f) 1222 — 52 —3=0.

4.10. Rieste v R rovnice.
24 2%+4 194
a) (x—2)%2+ (z—9)2 = (z — 11)% b) L =——.
) (@ =22+ (@ =9 = (2~ 1) ) o S =
1 r—4 2 z—1\° z—1
©) 2w — a2 12+2¢ 4—a2 d) (m+1) 73'1‘-&-174:0'
e) vt — 422 +4=0. f) 2 — 822 -9 =0.
4.11. Rieste v R nerovnice.
a) 22 + 5z — 14 > 0. b) 22 + 5z + 32 < 0. c) 22 +6 < 5.
d) 222 — 22 > 4. e) m<o. f) 22 — 122 > —26 — 22.
z2 + 6x
4.12. Rieste v R nerovnice.
T 3 12 7 dr+19 4z —17
— 1 _ > . .
a)x—2 :U+1< b)1+x2_x ©) x+5 z—3
2 2
+ 6z —7 4 —3x + 24
d) (z+2)(z —1)2(z —4) <0. Tl f) ——— = <4
) (24 2)(@ - 1)z - 1) &) —r, 1 2 ) 3053
4.13. Sucin dvoch za sebou iducich cisel je 462. Urcte ich sacet.
4.14. Najdite dve realne cisla, ktorych stcet je 65 a stcin 1 000.
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4.15. Ktoré ¢islo je o 600 mensie ako jeho druhd mocnina?

4.16. Pravouhly trojuholnik mé preponu dlha 17 cm. Ak zmensime obidve odvesny o 3 cm, zmensi sa prepona
o0 4 cm. Uréte dizky odvesien.

.....

4.17. Ak dve protilahlé strany Stvorca zviiésime o 3 cm a zostdvajice strany zmensime o 3 cm, dostaneme
obdlznik s obsahom 135 cm?. Vypodéitajte dlzku strany stvorca.

Vysledky

49.a)3,11. b)5 ¢)h. d)7. e i 1. f) -

4.10. a) £6.  b) +3. ¢)3. d) -3,0. e)+v2.  f) 3.

411. a) (—00,—-T)U(2,00).  b) 0.  ¢)(2,3). d)(—00,—1)U(2,00). e) (=6,—2)U(0,3).
f) R.

412, a (-1,2)U(8,00).  b) (—00,0)U(0,3) U (4,00).  ¢) (~=7,—5)U(3,00).  d) (=2,1)U(1,4).
e)3. ) (—oo,—1)U(4,00).

4.13. +43.

4.14. 25, 40.

4.15. —24, 25.

4.16. 8 cm, 15 cm.

4.17. 12 cm.

4.3 Exponencialne rovnice a nerovnice

Ezponencidlna rovnica je rovnica, v ktorej sa nezndma z vyskytuje v exponente nejakej mocniny.
Rovnicu typu
al @) = q9@)

kde Tavéa a pravé strana maju rovnaky zédklad mocniny a > 0, a # 1, rieSime porovnanim exponentov, teda

Rovnicu typu
af @ — bg(ﬂv)7

kdea>0,a#1,b>0,b#1, a# b, teda rovnicu s rdéznymi zédkladmi mocniny rieSime logaritmovanim

@ =@/ Jog .«
log, af @ — log, p9 ()
f(zx) -log.a = g(x) - log, b,

kde ¢ je Tubovolné realne &islo, ¢ > 0, ¢ # 1.

Zlozitejsie exponencialne rovnice rieSime pomocou substiticie alebo ich upravime na jeden z vyssie uvedenych
tvarov.

Pri rieSeni exponencialnych rovnic a nerovnic vyuzivame nasledujtce vety a vlastnosti.

e Vety pre poditanie s mocninami s odmocninami, vid podkapitola Reélne cisla.
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e Pre 0 < a <1 plati
/@ < a9 o f(x) > g(x),
@ > a9 o f(z) < g(z).
e Pre a > 1 plati
/) < a8 & [(2) < g(a),
@ > a9 o f(z) > g(x).

4.7. Riesme v R rovnice
a) 3225 — 943, b) qr—1 =77, c) 9 —25-3% — 54 =0.

a) Rovnicu rieSme tak, Ze na oboch stranich rovnice ziskame mocninu s rovnakym zakladom. Potom
porovname exponenty.

32075 =243

322—5 _ 35

20 —5=5 /+5
20 =10 /:2
T =5.

Teda K = {5}.

b) Na jednotlivych stranidch rovnice st exponencidlne funkcie s réznymi zékladmi. Preto rovnicu logarit-
mujeme a vyuzijeme vlastnosti logaritmov.

41—1 =77 /,,log“
log4®~! = log 7*
(x—1)-logd =x-log7
xz-logd —logd==x-log7 /+logd, /—x-log7
x-(logd —log7) =logd /:(logd—logT)
log4
p— %
log4 —log 7

K log 4 .
log4 —log 7

Poznamenajme, Ze okrem dekadického logaritmu log, sme mohli pouZif logaritmus pri Tubovolnom
zéklade. Vyhodou pouzitia dekadického, pripadne prirodzeného logaritmu je, ze sa dané logaritmy
daju Tahko vypocitat na kalkulacke, ak by sme potrebovali priblizne vydislit vysledok.

¢) Tato rovnicu vyrieSime pomocou substitticie 3% = t.
9% —25.3* —54=0
t? — 25t —54=0
(t—27)(t+2)=0.
Riesenim kvadratickej rovnice st t; = 27 a to = —2. Vratme sa spif k premennej z.
Ak t =27, tak 3% =t = 27 = 33, teda x; = 3.

Ak t = —2, tak 3 =t = —2, ¢o nemdze nastaf, pretoze exponencidlna funkcia nadobtuda len kladné
hodnoty, teda rovnica 3% = —2 nema riesenie. Preto K = {3}.

4.8. Riesme v R rovnicu
4o+l gyl = 39,
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Rovnicu upravime a nésledne porovname exponenty mocnin s rovnakym zakladom.

4=+l _g. 4771 =32
1

4% .4 8.4 . = =32
8 ;=3

4% . 4 — 2. 4% =32
2.4*=32 /:2

4% =16

4% = 42,

Porovnanim exponentov dostavame z = 2, ¢ize K = {2}.

4.9. Riesme v R nerovnice

a) 55° < 1. b) 0,42+ < 0,064. c) 4" —3.2° +2<0.

nerovnosti sa pri porovnani exponentov nezmeni.
577 <1
5371’ < 50
3—x<0 /-3
—r <=3 /-(-1)
>3
x € (3,00)
K = (3,0).
b) V tomto pripade je zdklad mocniny mensi ako jedna, teda znak nerovnosti sa pri porovnani exponentov
zmeni na opacny.
0,4%t* < 0,064
0,4%T* < 0,43
24x>3 /-2
z>1
x € (1,00)
K = (1,00).
¢) Nerovnicu budeme riesit substiticiou 2% = t. Teda
4*-3-2*+2<0
t?—3t+2<0
t-—1(t-2)<0.
Nulové body sut =1, t = 2.

(=00, 1) | (1,2) | (2, 00)
t—1 — + | +
t—2 - - |+

t-E-2)|| + | = | +

Teda t € (1,2), ¢ize 1 <t < 2. KedZe t = 2%, pre premennt z dostavame
1<27 <2
20 <27 <21,
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.....

0<z<1,

teda rieSenie danej nerovnice je K = (0, 1) .

Ulohy
4.18. Rieste v R rovnice.

a) 10 = 0,1-1000*~1.

3\* 125
d) (5) = o7

10

=0,01.
10* ’

g)

4.19. Rieste v R rovnice.

a) 3°F2 4+ 3o 4+ 2. 3% = 126.
c) 2757 =0,1-(10*71)> .

e) 7 . 3x+1 _ 5m+2 — 3z+4 _ 51:+3'

g) e** —e® —6=0.

i) 3 —e® = 0.

4.20. Rieste v R nerovnice.

a) 23271 < 8.

d) e**~1 > 1.

4.21. Rieste v R nerovnice.

a) 5% 2% > 0,001 - (107)2.

d) 5%2¢Ft > 5% 4 4,
Vysledky

418.a)2. b)i. )i
c) 3.

b) (2,00). ¢

4.19. a) 2. b)09. d) -1

4.20. a) (— o0, 3).
4.21.

a) (—00,3).  b) (—o0,—1).

d) -3.

1 2x—4
- = 125.
b) (5) 5

e) 27 27273 = 81325,

11—z

h) 477+ = 45.

c) 4772 =0, 125.

27390—2
= 8137,
) 243
256
: 2—x __
i) 0,25277 = 5o73"

b) 2771 2272 4 2773 = 448,

x+2 x+1
d)3«41+9 :6-4””“—9
f) 4* —3.27 =4.
1 37
h) —+6"— — =0.
) 6% + 6
J) 52 —6-5%4+5=0.
o s 1 2x+3 1 r+2
b) 0,5°7°% > 256. - <| = .
> 20(1) =)
1 3rx—1 1 x+3
e) 16 < 0,125. f) | = <|— .
> () =)
b) 9v+2 + 5.97F! < 14, c) 2% 4+ 27T+l _3 <.
e) 3°t1 — 9% > log, 9. £) 0,25+ < 1.
e)f. ). g3  h)i i3
. e) —1. f) 2. g) In3. h) +1. i) 0. ) 0,1.
) (0, 00). d) <%,oo). e) (—oo,—%). f) (7,00).
c) (0,1). d)(0,00). e)(0,logs2). f)(—1,3)
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Logaritmickd rovnica je rovnica, v ktorej sa vyskytuju logaritmy vyrazov s neznamou z.

Riesenim zakladnej logaritmickej rovnice
log, x = b,

kde z > 0,a >0, a # 1, b € R, je podla definicie logaritmu

x=a’.
Zlozitejsie logaritmické rovnice najprv upravime na tvar

log, f(z) = log, g(x),

kde a > 0, a # 1 a funkcie f(z), g(z) nadobudaji kladné hodnoty v mnoZine rieseni. KedZe logaritmicka
funkcia je prosta na celom svojom definicnom obore, tak plati

log, f(x) = log, g(z) & f(z) = g(z).

Pri rieSeni logaritmickych rovnic a nerovnic vyuzivame vety o logaritmoch:

hd loga (‘T ! y) = loga T+ loga Y
hd loga § = loga € — loga Y,

e log, z° = s-log, z,

e log,a=1,

e log,1=0,
kde z a y st Iubovolné kladné reélne ¢isla, a je kladné redlne islo rozne od jednej a s je Tubovolné reédlne
Cislo.
Dekadicky logaritmus je logaritmus pri zéklade a = 10. V zapise log,, x sa ,,10“ vynechéva, pise sa len log x.
Prirodzeny logaritmus je logaritmus pri zéklade e. Cislo e nazyvame Eulerovo ¢islo. Namiesto log,  piseme
len In . Poznamenajme, Ze Eulerovo ¢islo e je iraciondlne ¢islo, teda sa nedd zapisat v tvare zlomku. Jeho

desatinny rozvoj je nekonec¢ny a neperiodicky. Priblizna hodnota ¢isla e, zaokrihlena na tri desatinné miesta,
jee=2,718.

Plati taktiez:
e Ak 0 <a <1, tak

log, f(z) <log, g(z) & f(z) > g(z),
log, f(z) > log, g(z) & f(z) < g(x).

e Ak a > 1, tak

log, f(z) <log, g(x) & f(x) < g(z),
log, f(x) > log, g(z) < f(z) > g(x).

Pripomenime, ze logaritmus je definovany len pre kladné vyrazy. Teda pri rieSeni logaritmickych rovnic
musime overit, ¢ vysledok patri do defini¢ného oboru rovnice alebo vykonat skusku spravnosti.

4.10. Riesme v R rovnicu
logs (22 +5) = 4.

Pri urcovani definiéného oboru funkcie musi platit podmienka

5
2c+5>0 < a:>—§.

Vychadzajme z definicie logaritmu
log,2=b & z=a"
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Teda,

logs (22 +5) =4
20 +5=3" /-5
20 =76 /:2
x = 38.

Cislo 38 vyhovuje podmienke = > fg, teda K = {38}.
4.11. Riesme v R rovnicu

logy x +log, x + log gz = 7.

KedZe logaritmus existuje len z kladnych vyrazov podmienka, musi platit z > 0.

Pri rieseni vyzijeme vety o logaritmoch a upravime jednotlivé logaritmy na logaritmy s rovnakym zakladom,
napriklad so zdkladom 2, pouzijuc vztah

Teda,

logy x 4+ logy x +loggx =7
logoz ~ logyx
logo 4 logy 16
log, log,

1 =17
0827+ log, 22 + log, 24
logs x = logyx

logy © +

logy x + > 1 =7
1 1

(1+2+4>log2x:7
1-4+1-2+1

LAt et =7

4
7
Zlongz? /-4, /7

logy z = 4.
Vyuzijac definiciu logaritmu dostavame
r=24
z = 16.

KedZe éislo 16 vyhovuje podmienke z > 0, dostavame K = {16}.

4.12. Riesme v R nerovnice
a) logg 3z —1) < 1. b) log: (22 —7) > 0.

a) Pri riesni vhodne prepiSeme ¢islo 1 pomocou logaritmu pri zaklade 8, t. j. 1 = logg 8. Teda

logg Bz —1) < 1
logg (3z — 1) < logg 8.

nemenime.

3r—1<8 /+1
3x<9 /:3
T < 3.
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b)

4.22.

4.23.

4.24.

Podmienka pre existenciu logaritmu je

3r—1>0

preto riefeniu nerovnice vyhovuje len také x < 3, ktoré zaroven spliia aj podmienku = >

hladdme ich prienik, preto K = (%, 3).

= >

ga

1
3 Teda

V tomto pripade je zéklad logaritmu mensi ako jedna, preto znak nerovnosti po odlogaritmovani medzi
argumentmi zmenime na opacny. Taktiez vhodne prepiseme ¢islo 0 pomocou logaritmu pri zaklade %,

teda 0 = log% 1.

log1 (22 —-7)>0
log: (22 —7) > log1 1

2e—-7<1 /47
20 <8 /:2
T < 4.
Podmienka pre existenciu logaritmu je
20 -7>0 & z> g

KedZe musi zdroven platit z < 4 a z > %, dostavame K = (Z 4).

Rieste v R rovnice.
a) log,(2z 4 8) = 2.

c) logy(z + 2) 4+ logy(1 — z) = 1.
e)log, 3+ x)—log, (3—x)=2.
g) log,(9 —2%) =3 —x.

3+ logs x

=4.
2 —logs x

i)

Rieste v R rovnice.

a) log (1 +x)—log (1 —x) =log (3 + z)—log (4 — z).

c) log (x +2) 4+ log (z — 7) = 2log (z — 4).

20
3 _
N U T
8 5—logz 1+logx

i) xlflee® = 100.
Rieste v R nerovnice.

a) logy (42 +1) < 2.

d) log 5 (22 — 42 +8) < —2. e) log%

g) log (22 — 1) +1log (4 —x) > 0.

2x
+4

<0

j) 1
J) Og4x
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b) log (4 — 3x)
2 -3z

h) log 2z — logz > 2.

k)Gflogszz:f1 >

27

b) logy5(2 —z) = 1.

d) log(z +2) +log(z —7) = 1.

f) log (z +5) —log (z — 1) =1 — log 2.
h) log;(3* —8) =2 — .

5+ logx
3—logz

J)
b) log, (2 —9) — log, (z + 3) = 3.
d) logs(1 +logs(2* — 7)) = 1.

f) Inz? +1In*z = 0.

10218 — 9,

h) xlog T _

Jj) log, 10 + log,> 10 = 6.

< -1. c) Inz <5.

< —1. f) logs (2 — 6x) > 2.

i) Alog (22 —52+7) > 1.

>0

ogs T

1) log, (log, (1 —x)) < 0.



Vysledky

422.a)4. b)3. ¢)-1,0. d)8 e . f)3. 03 h)2 i5 j)lo.

423.a) -1, b)67. ¢)10. d)4. e)1072105. f)e 21 g) 100,1000. h) -, 10.
i) 55,10.  j) V10.

424. a) (-1,6).  b) (8.4 ) (0,e°). d) (-00,~2)U(-2,00). e) (0,3).

) (-00,3-3v2) U(3+3v200). @) (Y, %5/ h) (0,44) U (100,0).

i) (—00,2)U(3,00). Jj) (3,2). k) (0,1)U(5,5%). 1) (-1,0).

4.5 Iracionalne rovnice a nerovnice
Iraciondalne rovnice obsahuji odmocniny z vyrazov s neznamou x. Odmocniny odstranujeme neekvivalentnou
pravou umocnenim, preto je nutnou sucastou rieSenia takychto rovnic a nerovnic skuska.

Pozndmka 4.1. Pripomenme si, ze parna odmocnina existuje len z nezapornych vyrazov.

Priklad 4.13. Riesme v R rovnicu

ver—3—-4=0.
Riesenie. Odmocninu osamostatnime a potom rovnicu umocnime.

Ve—3—-4=0 /+4
Ve=3=4 /(7
xr—3=16 /+3

xz =19.

Vykonajme skiisku dosadenim x = 19 do Tavej a do pravej strany povodnej rovnice.

L(19)=vV19-3-4=V16-4=4-4=0

P(19) =0 } = L(19) = P(19).

Kedze L(z = 19) = P(x = 19), ¢islo 19 je rieSenim rovnice, teda

K = {19}.

Priklad 4.14. Riesme v R rovnicu
Ve+5b—+va2-7=0.

Riesenie. Rovnicu upravme, osamostatnime odmocniny, obidve strany umocnime a vyriesime kvadraticka
rovnicu.

Vi+5—y22-7=0
VETE= VAT /(P
r+5=a>-7 -2 +7
—2? 4+ +12=0 /-(-1)
-2 —-12=0
(x—4)(z+3)=0

r1 = 4, To — -3.
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Vykonajme skusku

LA) =Vi+5-V/42-T7=V9-V16-7T=3-V9=3-3=0

P(4) =0 } = L(4) = P(4).

L(=3)
P(-3) =

0¢3+5¢(3>27\f\/97fﬂo}:,m—:z):m—m-

Skuiskou sme overili, Ze obe éisla vyhovuja rovnici, preto K = {—3,4}.

4.15. Riesme v R rovnicu

24vVer—7=+vx+09.

Obidve strany umocnime, potom odmocninu, ktord zostala osamostatnime. Rovnicu opét umoc-
nime.

24V —T=Vz+9 /()
44+4V/r —T+2—-T=2+9
e —T+r—-3=2+9 /—z+3
Wr—-T=12 /:4
Ve—T7=3 /?
r—=T7=9 /+7
x = 16.

Vykonajme skusku

L(16)=2+V16—-7=2+V9=2+3=5
P(16) = V16 +9=+v25=5

Skuskou sme overili, Ze éislo 16 vyhovuje rovnici, teda K = {16}.

} = L(16) = P(16).

4.16. Riesme v R nerovnicu

V4 —x <1

KedZe druhd odmocnina je definovanéd len pre nezaporné &isla, musi byt splnend nasledujtca
podmienka
4—z>0 & z<4.

Nerovnicu rieSme umocnenim

VITz<1 /(P

4—x<1 /-4
—x <=3 /-(-1)
x> 3.

Podmienky 2 < 4 a x > 3 musia byt splnené sti¢asne, preto hladdme ich prienik. Preto K = (3,4).

4.17. Riesme v R nerovnicu

Vi+x>x—2.
Dané nerovnica ma zmysel, ak je splnend podmienka
44zz>0 & x> -4

KedZe vyraz na Tavej strane nerovnice je nezdporny, rozlisSime dva pripady vzhladom na znamienko vyrazu
na pravej strane.
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I. Prex—22>0,t.j. x> 2, je pravd strana nerovnice nezaporna. Nerovnicu umocnime.

Vitz>z-2 /()2
4t+x>a?—dat+4 /-2 +4x—4

22 4+52>0 /-(=1)

z® =5z <0

xz(z —5) <0.

Nulové body st z = 0, x = 5. Potom

(=00,0)1(0,5) | (5,00)

x(x —5) + —

Teda x € (0,5), avSak sti¢asne musia platit aj podmienky x > 2 a x > —4. Preto x € (2,5), teda K; = (2,5).

II. Prex—2<0,t.j. z <2, je prava strana nerovnice zaporné, pri¢om lava strana nerovnice je pre x > —4
nezaporna, teda nerovnica plati pre kazdé z, ktoré splha uvedené podmienky.

r—2<0 a 442>0 < ze(-4,2).

Teda Ky = (—4,2).

Riesenim nerovnice je zjednotenie ¢iasto¢nych rieseni.

K=K UKy =(2,5)U(-4,2) = (—4,5).

4.18. Riesme v R nerovnicu

V6 —br <.

Danéa nerovnica ma zmysel, ak je splnend podmienka

6—5x>0 & x<

ot o

Podobne, ako v predchadzajiucom priklade, je vyraz na Tavej strane nerovnice nezdporny. Opét uvazujme
dva pripady vzhladom na znamienko vyrazu na pravej strane, teda rozoberme pripady z > 0 a z < 0.

I.  Pre z > 0 je prava strana nerovnice nezdporna, teda nerovnicu umocnime

V6 -5z <a /()
6—b5r<ax® |—a?

—2? —5r+6<0 /-(-1)
2?4+ 52— 6> 0
(x+6)(z—1)>0.

Vyuzijic nulové body © = —6, x = 1 dostavame
(—OO,—G) (_671) (1700)
z+6 + +
x—1 — —
(r+6)(x—1) I
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Teda z € (—o0, —6) U (1,00). Sucasne s touto podmienkou musia tiez platit podmienky = € (0,00) a z €
<—oo7 g> Ich prienikom je K; = (l,g .

II. Pre z < 0 je pravé strana nerovnice zaporné, pri¢om lava strana nerovnice je nezdporna. Dostavame
teda nerovnost typu + < —, dospeli sme k sporu. Preto pre x < 0 nerovnica nem4 rieSenie, Ko = ().

RieSenie nerovnice je

K=K UK,=(L2)up=(1,2).

Ulohy

4.25. Rieste v R rovnice.

a) V3 —xz=3. b) V2 —z =u. c) V5 +2x=3.

d) Vo—2z—1=0. e) 3+2y1+ 222 =0. £) 2+ 47 = 0.

g)Ve+T=x+5. h) Vo —5=25—-1z. i) Vaz+9=x+9.
602 + 4 20 -1

s 9 2 =0. k = 4. 1 —1=0.

B r4+9+vaZ+ ) -] ) P 0

4.26. Rieste v R rovnice

a) Vr+8—+bz+20+2=0. b) Vx+5—-vVb—xz=2. c)V2r—6++Vr+4=>5.
d) Viz +16 — Vo —4 =5. e) vVe+3++v2x—-1=3. f) Vo + Vo —V1—-z=1.
gV +3—1=+vVz—Vor—2. h) Va2 -9z + 14 =z — 2. i)ﬁ—%:%.

4.27. Rieste v R nerovnice

a) v2zx—1>5. b) vV3—z—-4<0. c) vVi+axz <2

d) Vz+2 >z e) v4—3zr <u. f)za+1>Vx+3.

g)r—1<Vz+1L h) 2z +14 <z +11. i) V2xr — 2?2 <1+u.

DV2+z—a2>x—4 k) Va2 +3z+2 <1+ Va2 +1. ) v3—z—+x+1>0.
Vysledky

425.a) -6. b)l. ¢)2. d)4 e)+2. £)0. g) -3. h)21. i)-4 )0 k)L
1) 5.

426.a)1. b)4. «¢c)5 d)5%. el f)15. g £6.  h)2 i)25
4.27. a) (13,00).  b) (-13,3). ¢) (-1,3). d) (-2,2). e) (1, 3). f)(l,0). g) (-1,3).

h) (=5,00). i) (0,2).  j) (=1,2). k)(—oo,—2>u<—1,%>. 1) (~1,1).
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Pri rieSeni rovnic a nerovnic s absolitnou hodnotou vychadzame z definicie absolitnej hodnoty.

Pripometime, Ze absolitna hodnota redlneho ¢isla |a|, vid podkapitola Reélne cisla, je definovana nasle-
dujtacim spoésobom

a, aka>0
la| =
—a, aka<0.

Geometricky absolttna hodnota ¢isla a predstavuje vzdialenost obrazu redlneho ¢isla a od podciatku ¢iselnej
osi.

Rovnice a nerovnice, v ktorych nezndma vystupuje v absolitnej hodnote rieSime rozdelenim definiéného
oboru rovnice (nerovnice) na intervaly, v ktorych kazdy z vyrazov v absolitnej hodnote nemeni znamienko.
V kazdom z tychto intervalov rieSime rovnicu (nerovnicu), ktord je ekvivalentna s povodnou a neobsahuje
uz absolitne hodnoty.

Ak prislusné ciastkové riesenia su Ky, Ko, K3, ..., K,, tak celkové rieSenie je ich zjednotenim

K=K UKyU---UK,.

4.19. Riesme v R rovnicu
|2 — 3z| + 4 = 5z.

Rovnicu mo6zeme riesit metédou nulovych bodov

2
2-3z=0&z=-.
x T=q

Tento nulovy bod rozdeluje mnozinu redlnych ¢isel na dva intervaly

(=) (1)

V kazdom z tychto intervalov zistime znamienko vyrazu 2 — 3x a vyjadrime absolitnu hodnotu tohto dvoj-
¢lena. Potom riesime prislusné rovnice a dostaneme dve ¢iastkové mnoziny rieseni.

2 2
Pre z € <—oo, 3) je |2 —3x| =2 — 3. Pre z € <3, oo) je |2 —3x| = -2+ 3.
Potom rovnica je v tvare
2—-3x+4=>5z —24+3x+4=>5
6—3x=5x /+3z 24+3zx=5z /-3z

6=8x /:8 2=2z /:2
3 2 2

2 0. 2 1 2
i\ 3) e<3’°°>

K =0. Ky = {1}.

Teda
K=K, UK, =/{1}.
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4.20. Riesme v Z rovnicu
|z 4+ 1|+ 2]z — 3| = 5.

Rovnicu vyrieSime metédou nulovych bodov

r+1=0 r—3=0

Tieto dva nulové body rozdeluji mnozinu R na tri intervaly
(_007 _1) ) <_17 3) ) <37 OO) .

V kazdom z tychto intervalov zistime znamienko prislusnych vyrazov a vyjadrime absolatne hodnoty tjchto
dvojclenov. Potom riesime prislusné rovnice a dostaneme tri obory pravdivosti.

Prexz € (—o0, —1) Prexz e (-1, 3) Prez e (3, o0)
e +1]= —2x—1 le+1]= x+1 le+1]= x+1
lz—3l= —x+3 lz—3|= —z+3 lx—3|= z-3
—x—1+4+2(—x+3)= 5 r+1+2(—z+3)= 5 r+1+2x—-3)= 5
—r—1-2z4+6= 5 z+1-2x4+6= 5 z+1+22—-6= 5
—-3z+5= 5 /-5 —x+7= 5 /-7 3z—5= 5 /+5
—3z= 0 /:(-3) —r= =2 /-(-1) 3x= 10 /:3
r= 0 = 2 T = 13—0
0¢ (—o0,—1) 2¢ (-1,3) De (3,00)
K= 0. K, = {2}. K;= {¥}.

Kedze K1 UKy U K3 = {2, 13—0 , ale len 2 € Z, dostéavame, Ze rieSenie rovnice je K = {2}.

4.21. Riesme v R rovnicu
3 — |1+ || = 2z.

Rovnicu budeme riesit postupne, najprv zistime nulovy bod vnutornej absolitnej hodnoty
r+1=0 & z=-1
Tento nulovy bod rozdeluje mnozinu redlnych ¢éisel na dva intervaly

(—OO,—l), <—1,00).

Rozlisme
Pre z € (—o0, —1) je lt+1]=—2—1Prexz € (—1,00) jele+1=x+1.
13— (—z—1)] =2z B3—(1+2z) =2z
3+z+1 =2z 3—1—2z| =2z
|4+ x| =2z |2 — x| =2«

Tieto dve rovnice riesime podobne ako predchadzajice. Uréime odpovedajice nulové body a prislusné inter-
valy opét rozdelime na intervaly.

r+4=0 2—x=0

0 0

r = —4. T = 2.
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Plati.

Pre x € (—o0,—4) | Prez € (—4,—-1) | Pre z € (—1,2) | Prez € (2,00)
le+4)=—-2z—-4 | |Jz+4=2+4 |2—2|=2—-2 ||2—2|=-2+=z
—x—4=2x r+4=2x 2—xr=2x —24x=2
—3x = —r=—4 —3r=-2 —x =2
x:—% =4 xz% T = -2
7% ¢ (700, 74) 4 ¢ <74a 71) % € <7152) -2 ¢ <27OO)
K1:® KQZQ) K3:{%} K4:®
2
K=K UKyUK3UK, = 3(
4.22. Riesme v R nerovnicu
22+ 1| — |z — 4| < 3.
Najdeme nulové body
20 +1=0 zr—4=0
() )
1
x__i' x=4.

Nulové body rozdeluji mnozinu realnych ¢isel na tri intervaly

() (). e

V kazdom z tychto intervalov zistime znamienka vysetrovanych vyrazov a vyjadrime ich absolatne hodnoty.
Potom riesime jednotlivé nerovnice.

Prex € (—oo, —%) Prex € <—%74) Prexz € (4,00)

2z+1 =-2z-1 2z +1] =2zx+1 22 +1] =2x+1

|t —4] =—-xz+4 |x —4] =—-xz+4 e —4] =x—-4
—2r—1—(—x+4) <3 2+ 1—(—z+4) <3 204+1—(x—4) <3
—2r—-14+zr-4 <3 2z+14+2z—-4 <3 2r+1—-2z+4 <3
—r <8 3r <6 r+5 <3
z > -8 r <2 r <=2

K =(-8) N (—oo, —%) Ky =(-00,2) N <—%,4) K3 =(—00,-2) N{4,00)
K = (-8.-1). K = (-12). Ky =0,

Riesenim nerovnice je
K=K/ UKyUKj3=(-8,2).
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Ulohy
4.28. Rieste v R rovnice.
a) |2z — 5| = 3.
c)|lr—2]=2z-3.

e)2—z=|Tx—1|

g)3lz—1|-52+z+19=0.

4.29. Rieste v R rovnice.
a) 22 +5|z| = 6.
c) |2+ |z —5||=3.

e) lz| =5 1

|z +5 5
) z? —bxr 44 oz
g 2 —1 Tr410

4.30. Rieste v R nerovnice.

a) [3+z| < 4.

c) |24 3z < =z.

e)|T+x|>2—ua.

g) |z — 3| < |2z — 4.

i) |6 — 3x| — [z — 1| > 4.
4.31. Rieste v R nerovnice.

a)2lz+1|+2c+1 >z -1

5
- < 2.
°)u+m—

e) |2? + 6z + 10| < 2.

2 —6z+9

g) 2 — 3x

<1

Vysledky

428.a) 1,4 b)l. «¢) 3. d)-1,1L

4.29. a) 1.  b)2.  «¢)4,6. d) —11,-9,1,3.

4.30. a) (—7,1).

g) (—o0,1) U (§,0).

e) (—4,-2). f) (=15,—5)U(~1,9).

b) (—oo7 §> U (1, 00).
h) (—7,7).

431. a) R.  b) (—o0,—-1)U(2,3) U (6, 00).

e) —3, 2.

b) |5 — x| = 4.
d) |5z — 1| = 10 + 4=.
f) 2|18 — 2z + |z + 1] = 11.

h) |z + 6 = 3|z — 1].

b) |t +4|—5|2—x|+ 2]z — 7| = 16.
d) ||z +4] 6| =1.

f)3_$_

b) |4 — 5x| > 1.

d) 2z -5| <z —1.

£) 5+2[+[2+2]>3.
h) |3 —4x| < |4 + 3z].

DIBz—-1+p—-2]<2+z.

b) |2* — 5z| > 6.

4
d) —> 1.
rrTE

£) ||z + 3| — 7| < 5.

2 _
h) 2 -9 ‘

— " >3
2 —4x +3

£)2,2.  g)-16,3. h) -3

e) +2.  f)+1,4+4. g)2. h)l1,2
d) (2,4). e)(-3,0). R
D) (=3:3)-

J) 0.

d) (—00,2) U (2,3).
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Rovnica s parametrom obsahuje okrem neznédmej x aj dal§iu premennt, ktorti nazyvame parameter. Parame-
ter zvycajne oznacujeme symbolom p. RieSenie rovnice s parametrom spociva v urceni jej korenov v zavislosti
od hodnoty parametra p. RieSenie rovnice s parametrom zavisi od typu rovnice.

Linedrna rovnica s parametrom. Rovnicu upravime na tvar

Riesenie rovnice je zjednotenim vsetkych moznych pripadov, ktoré dostaneme diskusiou nulovych a nenulo-
vych hodnét vyrazu P(p). Pri rieSeni rozlisujeme dva pripady

P(p)=0 a P(p)#0.

Poznamenajme, Ze v oboch pripadoch sa pouzije odlisny postup pri rieSeni danej rovnice.

Kvadratickd rovnica s parametrom. Pri rieSeni rozliSujeme dva pripady.

1. Ak je vyraz pri kvadratickom ¢lene pre nejaki hodnotu parametra rovny nule, tak rovnica nie je
kvadraticka, ale linearna. Riesime teda linearnu rovnicu.

2. Ak je vyraz pri kvadratickom ¢lene nenulovy, vypocitame diskriminant kvadratickej rovnice a urobime
diskusiu.

e Ak je diskriminant kladny, tak rovnica méa dva realne korene.
e Ak je diskriminant nulovy, tak rovnica ma jeden dvojnésobny redlny korei.

e Ak je diskriminant zaporny, tak rovnica nema rieSenie v mnozine realnych ¢isel.

Linedrna nerovnica s parametrom. Nerovnicu upravime na jeden z tvarov

z-P(p) <Q(p), = P(p)>Qp), =z Pp)<Qp), z- Plp)=Aa(p).
Pri rieSeni rozliSujeme tieto pripady
P(p) =0, P(p)>0, P(p)<O0.

Pripomertime, Ze delif mozno len nenulovym vyrazom a pri deleni zdpornym vyrazom sa zmeni znak nerovnosti
na opacny.

4.23. Riesme v R rovnicu s parametrom p

p?r+2=p+4x.

Rovnicu upravime na vhodny tvar a potom urobime diskusiu vzhladom na parameter p.

p’r+2=p+4z
pPr—4dz=p—2
x(p? —4) =p—2
z(p—2)(p+2)=p—2.
Delit moézeme len nenulovym vyrazom. Vyraz (p — 2)(p + 2) je rovny nule, bud ak p —2 = 0 alebo p+2 = 0.
Rozlisme tri pripady.
I p—2=0 & p=2.
Potom
2(2-2)(2+2)=2-2
z-0=0
0=0.
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Tato rovnost plati pre vSetky reélne ¢isla, preto K1 = R.
II. p+2=0 & p=-2.
Teda

2(—2-2)(—242)=-2-2
z-0=-4
0=—4.

Dospeli sme k sporu, teda Ko = ().

II. p—2#0,p+2#0 & p#2 p# -2
V tomto pripade mozeme rovnicu predelit vyrazom (p — 2)(p + 2).

z(p-2)p+2)=p-2 /:(p-2),/:(p+2)
__ p=2
(r—2)(p+2)

Zaver

R pre p =2,
K=10 pre p = —2,
1
—_— re +2.
{p+2} pre p #

4.24. Riesme v R rovnicu s parametrom p
pr?+ (2p+3)z+p+2=0.
Pre p = 0 dana rovnica neobsahuje kvadraticky ¢len, teda je to lineadrna rovnica.

0-22+(2-0+3)24+0+2=0
3r+2=0 /-2

3x=-2 /:3
_ 2

Teda pre p =0 je K; :{f% .

Pre p # 0 je dané rovnica kvadratickd. Vypocitame jej diskriminant a urobime diskusiu vzhladom na hodnotu
parametra p a ur¢ime riesenia. Pripomernime, ze korene kvadratickej rovnice

ar’ +br4+c=0, a#0

vypocitame pomocou vzorca

—-b++vD

x1,2 = %

kde diskriminant D je rovny
D =b* — 4dac.

V tomto priklade je a =p, b=2p+ 3, c =p+ 2, teda
D=2p+3)? —4p(p+2)=4p> +12p+ 9 —4p*> —8p=4p +9.

Rozlisme tri pripady.
L Ak D=4p+9<0,t.j.p< f%, tak dand kvadratickd rovnica nema4 rieSenie v mnozine realnych ¢isel,

89



teda Ko = (.
II. Ak D=4p+9=0,t.j.p= —%, tak kvadratickd rovnica ma jeden dvojnasobny redlny koren

b 2p+3  2-(-P+3  —§4+3 -3 3 1

2a 2p 2-(-9) -3 -2 9 ¥
preto K3 = {f%}
. Ak D=4p+9>0,t.j.p> —%, tak kvadratickd rovnica ma dva rozne redlne korene

L. TbEVD _ —2p-34Ap+9
N 2a N 2p

K {—2p—3:|:\/4p+9}

4 = .

2p

Riesenim rovnice je

pre p € (—oo, —%) s

} pre p = —1,

0
1
&
K =
{—z} pre p =0,

pre p € (—%,0) U (0,00) .

Priklad 4.25. Riesme v R nerovnicu s parametrom p

T—p
> 1.
p—2

Riesenie. Vyraz na lavej strane nerovnice mé zmysel, ak p — 2 # 0, teda p # 2. Upravme

r—p
>1
p—2
r—p
—-1>0
p—2
-2 2
rTTAFZ
p—2

Podiel dvoch vyrazov je kladny, ak st oba vyrazy kladné alebo st oba vyrazy zaporné. Rozlisme dva pripady.
. p—2>0azxz—-2p+2>0,tedap>2ax>2p—2.

II. p—2<0ax—2p+2<0,tedap<2az<22p-—2.

RieSenim nerovnice je

(=00,2p—2)  prepé€ (—00,2),
K=10 pre p = 2,
(2p —2,00) pre p € (2,00).

Ulohy

4.32. Vyrieste v R rovnice s parametrom p.
a) 2(x —p) = p*(1 — x). b) p’z+1=p+uz. c) pPr —1=pr+p.

20— 1 2_1
. f)p+1=p

d) p*(x — 1) = 2(px — 2). e)2x—p=
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4.33.

4.34.

Vyrieste v R rovnice s parametrom p.
9 _
a) 6<2+x):Tp. b)

5 3 T —
20 —p 4—pz’

d)

Vyrieste v R rovnice s parametrom p.

a) mg—pm—k%—h’)zo.

c) (p* — 1)z +2pz +1=0.

e) 22 —2(p+4)x +p* +6p = 0.

f) p?2% +2pr +1=0.

b) (p+2)2% = (p— 2)z — g.

d) 2 — 6pr +5=0.

f) 22+ (2p—- Dz +p>+2=0.

4.35. Vyrieste v R nerovnice s parametrom p.

a) 3z —pxr < 2. b) z+pxr —6 > 0. c) p—3x < 3pxr—1.

T 1—z 1+
— 1+ p. <p?-1 f) — .
dypr—z<1+p e)pr+z<p*—1 )2p+ i < 5
yrte 2 h) 2P~ i) pa® —4<0
8 —3 e - . i) px <0.

4.36. Uréte vietky hodnoty parametra p, pre ktoré mé rovnica (p — 1)2% — (p — 2)z + 2p — 1 = 0 jeden

dvojnasobny koren.

4.37. Uréte vetky hodnoty parametra p, pre ktoré ma rovnica 222 + v/3px + p + 2 = 0 dva rozne realne
korene.
ST . . +1 3 P
4.38. Urcte vSetky hodnoty parametra p, pre ktoré rovnica oy " nema rieSenie.
D x

p2+p)
R prep=1,
b) K={10 pre p = —1,
1
—_— +1.
{p+1} pre p #
R pre p = —1,
c) K=X0 prep=0,p=1,
1
{ } pre p # 0, p # £1.
pp—1)
R pre p = 2,
d) K=<0 pre p =0,
p+2
{} pre p # 0, p # 2.
p
R pre p=1,
e) K = 1] pre p =0,
p+1
{2} pre p # 0, p # 1.
R— =-1
f)K: {O} prep )
{p—1}  prep# -1
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\ 0 pre p =0,
4.33. a) K = 237
P pre p # 0.
18p
0 pre p = 1,
b) K = 2
) {p} pre p # 1.
I=p

prep=3,p=3%,

Q) 21
c) K=1 (12p—30
{{212}9} prep;é3,p7é22—1
pre p=—3% p=42V2,
} pre p # —&, p # £2v2.

pre p =0, p = 40,
} pre p # 0, p # 40.

0 pre p € (—4,5),
{-2} pre p = —4,
5
434. a) K = 2} pre p =5,
+/p?2—p—20
L P 5 P } pre p € (—oo, —4) U (5,00) .
(2)1 pre p € (3, 00),
8} pre p = =2,
b) K = 1 )
1 prep=g3,
p—2++/4—06p
{ o 4 pre p € (—oo, —2) U (=2, %)
1
2} pre p =1,
1
c) K = 2} pre p = —1,
1 1
. +1.
p+1,1_p} pre p #
NERRVE)
(Z) prepe (_T7T)7
d) K = {:l:\/g} pre p = j:é,
{3p:|: 9p? — 5} pre p € (—oo,—%) U (%,oo) .
1) pre p € (—oo, —8),
e) K =q {-4} pre p = —8,
{p+4:|:\/2p+16} pre p € (—8,00).
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4.35.

f) K =

a) K =

b) K =

c) K=

d) K =

e) K=

£) K =

g) K =

h) K =

pre p € (—oo7 —%) ,

9 7
1 pre p = —g,

pre p € (f%,oo) .

Elij:\/W}
2
0

(—oo, 33])) pre p € (—o00,3),
R

pre p = 3,
3E—p,oo) pre p € (3,00).
: e (o0, 1)
—00, —— re —o0,—1),
1+p prep
R pre p = —1,
6
, 00 re p € (—1,00).
<1+p ) pre p € ( )
1
(—oo,3> pre p € (—oo,—1),
R pre p = —1,
1
<3,oo pre p € (—1,00).
1
(pt];7oo) pre p € (_OO’ 1)7
R pre p=1,
1
(oo,pj?) pre p € (1,00).
<p - 1700) pre p € (—OO, _1)7
R pre p = —1,

(—o0,p—1) pre p € (—1,00).

<g:j§,oo> prepe(—oo,O)U(%,oo),
0 prep=0,p=2,
<oo, z:jﬁ) pre p € (0, %) .
P2

(_007_])3) pre p € (—o0,0) U (3,00),
0 pre p =0, p =3,

p?
(—p_3,oo> pre p € (0,3).
(—00,2p—4)  prep € (—00,4),
0 pre p =4,

(2p —4,00) pre p € (4,00).

pre p € (—00,0),

pre p =0,

0
R
(22} pepeioo
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4.36. p=0,p=35.
4.37. p € (foo7 — )U (4, 00).
438. p=-1,p=0.

SV

4.8 Sustavy rovnic a nerovnic

Niekolko rovnic s dvoma a viac nezndmymi tvori sustavu rovnic. RieSenim ststavy rovnic je prienik rieseni
jednotlivych rovnic. Ststavu mézeme riesit napriklad séitacou alebo dosadzovacou metddou.

Scitacia metdda je metdda, pri ktorej rovnice sustavy vynasobime vhodne zvolenymi ¢islami tak, aby sa po
s¢itani rovnic jedna neznama vylacila.

Dosadzovacia metoda je metéda, pri ktorej vyjadrime jednu nezndmu z jednej rovnice a dosadime ju do
zvys$nych rovnic. Tym dostaneme menej rovnic s mensim poc¢tom neznamych.

Ak pri rieSeni stistavy rovnic dostaneme rovnost
0=k,
kde k je ¢islo rozne od nuly, tak ststava nema rieSenie.

Ak dostaneme identitu
0=0,

tak ststava mé nekonecne vela rieSeni.

Ak ststava rovnic s n nezndmymi mé rieSenie, tak je to usporiadand n-tica redlnych ¢isel
[7"1,7"2, e 7Tn]

takéa, ze po dosadeni ry za prvii neznamu x1, ro za druhil nezndmu xo, ..., r, za n-ti neznamu x,, do ststavy
rovnic dostaneme n rovnosti.

Priklad 4.26. Riesme v R x R sustavu rovnic
20— y=>5
z+ 3y =6.

Riesenie. Ststavu budeme riesif séitacou metédou. Prva rovnicu vyndsobime ¢islom 3. Takto upravené
rovnice spocitame, ¢im dostaneme jednu rovnicu len s nezndmou z. Vyriesime ju.

20— y=5 /-3

r+3y==6

6z —3y=15
Yy }Jr

z+3y==6

Tx=21 & o =3.

Dosadenim x = 3 napriklad do prvej rovnice dostaneme rovnicu s jednou neznamu y.

2-3—-y=5
6—y=5 /—6
—y=-1 /(=)
y =1.
RieSenim stistavy je usporiadand dvojica [3,1]. Zapisujeme K = {[3,1]}. °
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4.27. Riesme v R x R sustavu rovnic

r+ 2y=14

22 + 4y? = 100.

Ststavu budeme riesit dosadzovacou metédou. Z prvej rovnice vyjadrime napriklad nezndmu x
a dosadime ju do druhej rovnice, ¢im dostaneme rovnicu len s neznamou y.
r+2y=14 = x=14-2y
2% 4 4y? = 100

(14 — 2y)* + 4y* = 100
196 — 56y + 4y? + 4y> =100/ — 100
8y —56y +96=0 /:8
y? —Ty+12=0.

Tato kvadratickt rovnicu vyrieSime rozkladom na stuéin koretiovych ¢initelov.

(y=3)(y—4) =0.
Riesenim kvadratickej rovnice st y; = 3, y2 = 4.

Neznamu x dopocitame dosadenim vypocitanych hodnét y napriklad do rovnice x = 14 — 2y.
Prey;=3jex; =14 —-2y; =14-2-3=14-6 =8.
Preys =4jexg =14 -2y =14 -2.-4 =14 -8 = 6.

Riegenim stistavy rovnic st dve usporiadané dvojice [8,3] a [6,4], teda K = {[8, 3], [6, 4]}
4.28. Riesme v Z sustavu nerovnic

z(x+2)+z(x—1) > (22— 3)(z+4)
(x+3)(xz—1)>(x—2)(x+2).

Stustavu nerovnic rozdelime na dve nerovnice, pri¢om kazda z nich vyrieSime osobitne. Vysledné
rieSenie je prienikom mnoziny rieseni oboch nerovnic.

Najprv rieSme prvil nerovnicu.

x(x+2)+axz(x—1) > (22 —3)(z+4)
2® + 2z + 2% — x> 22° + 8z — 3z — 12
202 4 >22% 4+ 5x — 12 ) —22% / -5z
—4x > —12 /:(—4)
<3
Ky =(—00,3).

Pre druht nerovnicu dostévame
(+3)(z—1)>(x—-2)(z+2)
22—zx+3x—-3>2>—-14
2 +2-3>2> -4 /-2 /+3

2 >—1 /:2
_ 1
o>
2

1
KQ = (-2,00) .

1 1
K=K NKy=(-00,3)N (—2,OO> = (—273>~

Teda
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KedZe hladame rieSenie stistavy nerovnic v Z, tak rieSeniu nerovnice vyhovuju len ¢éisla z mnoziny {0, 1,2, 3}.

Priklad 4.29. Riesme v R sustavu nerovnic

3r  Hx—1

<5-—2x.

Riesenie. Sustavu nerovnic rozdelime na dve nerovnice a nadjdeme riesenie kazdej z nich. Prienik obidvoch
rieSeni je vyslednou mnozinou pravdivosti danej sustavy.

Prva nerovnica

3z 5r —1
p P 4
T+ 1 < 5 /

4o +8 — 3z < 10x — 2
r+8<10x—2 /—10z, /-8
9z < —10 /:(=9)

10

>
7

10
Kl = (9,00) .

Sbr—1

Druhé nerovnica

<5—-2x /-2

bx—1<10—4x /+4x, /+1
9r <11 /:9

11

<7
=7

Riesenim suistavy nerovnic je

10 11 10 11
K:Kl ﬂKz = (9,00) N (—OO,9> = (9,9>

Ulohy

4.39. Vyrieste v R x R ststavu rovnic.

a) 20 +y =5 b) dx + 3y =2 c) 3r—y—2=0
r+2y=1. 3z + 6y = —1. r—2y+5=0.
d) 202 +2y+1=0 e) r+y+1=0 f) 2 —y=0
3x — 2y = 0. 2z +y? —1=0. v —2=0.
=0 2 2 . 4 =0
g8) THy= h) 62% —y> +10x =0 i) Sou=
3 +y=0. 2y — 2zy = 0. 2
Y
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4.40. Vyrieste v R x R ststavu rovnic

2 1
T AY — = :0
a) 3% .4Y =16 b) logs x + log;y = 4 c) sty z-y
T+ 3y = 6. z +y = 50. 1 1 3
t+y wx-y 4
r+2y 5
d) z4y+z=10 e) T+ 2y + 32 =10 £) y—z 4
20 —y+2=9 20 +3y+2=13 2ytz 1
4z 43y — 22 = 8. 3z 4y + 2z =13, y—z 8
x—5i_§
r—z 2
4.41. Vyrieste v R stistavu nerovnic.
S5—xz _4+3x 3r x5+ 2x 7+ 3x
< . — - = 4 .
a) 1+ 5 = <Tx+4 b) 5 3< 5 < + 1
7T 3x-—-1 S5z 6+5x -4
— - < . d — - > — 2.
c) 1< <2+ 3z ) 5 ~T> 3 2% x
4.42. Vyrieste v Z sustavu nerovnic.
a) z(z+3)+32> <a(x—5)+ Bz —2)(z+5) b) r oz _4dr+9
2 — 52 < 0. 2 g 12
r+—2>1
x
204+7 _ 3z—-10 3x+5 2r—8 6x _ 3z +5
c) _ > _ d) 1 = > -2
8 3 5 7 + 5 Jr5_ 4
x—13_1—3x>3x—27 10+3x_x+3<24x—10
2 5 — 10 ° 4 2 4 '
Vysledky

4.39. a) [3,-1.  b)[L,-2]. <o) [2, Y] d)[-3,-3],[-1,-3]. e)[-4,3,[0,—1]. £)[0,0], [1,1].
g) [0’0]7 [17_1]7 [_171]' h) [070}7 [_gao]’ [174]7 [1’_4]' i) [271]'
4.40. a) [0,2]. b)[25,25]. <) [1,3]. d)[3,2,5]. e)][3,2,1. f)[-1,3 -5

441. a) (2,00).  b) (—00,13). ) (19_@71%@). d) 0.

442. a) {3,4,5}.  b){1}. ¢) {5,6,7,8,9,10}.  d) {1,2,3,...}.

4.9 Definiény obor zlozitejsich funkcii

Priklad 4.30. Ndjdime definiény obor funkcie f,

-4 2
f:y:\/5x—x2—2log55x — +5x.

3 T —2

Riesenie. Pri uréovani definiéného oboru potrebujeme uvazovat nasledujice podmienky:
L. parna odmocnina ... vVbz —22 = 5Hr—22>0 <  2(5—2) >0, nulové body st z; = 0,29 = 5.

Pri riesen{ nerovnice mozeme napriklad vyuzit nasledujtacu tabulku, v ktorej je uvedené, aké hodnoty nado-
budajt vyrazy « a 5 — x na intervaloch (—oo,0), (0,5) a (5,00).
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ol - o

Riesenim danej nerovnice je = € (0, 5).
Sr —4 N oxr — 4
3
T-240 o w42

IT. logaritmus ... logs
2+ 5x
xz—2

Tieto podmienky musia platit sacasne, preto uréime ich prienik, pridom si méZeme pomoct grafickym zna-

zornenim.

4
>0 & bHr—4>0 & x>g.

III. zlomok ...

S

=)
BN

Defini¢ny obor funkcie f je Dy = (%, 2) U (2,5).

4.31. Najdime definicny obor funkcie g,

o r+5
99 Va? =2z -8
Podmienky:
I. pdrna odmocnina ... Va2 —2r -8 = 22 —2x—-8>0.
L Zlomok ... — 22 o P95 840 = a2—2 -840,
Va2 -2 —8

KedZe obe podmienky musia platit stc¢asne, dostavame 22 — 22 — 8 > 0 < (z + 2)(z — 4) > 0, nulové body
stz = —2, 2 = 4. Opét vyuzijeme tabulkovi metédu.

| | (=00, —2)[ (=2,9)| (4, 0)|

T +2 - + +
r—4 — — +
(e+2@-o] + [ - | + ]

Teda definiény obor funkcie g je Dy, = (—00, —2) U (4, 00).

4.43. Urcte defini¢ny obor funkcii.

z—3 3— 2z 2
- In(3 — ). =3z —a% - V=
a)y 4+x+ n(3 —z) b) y 3z — 22 — log 1 + .
24z 3—x
c)y=In +vVa?—1. d) y=+vxz—3+log,(4—x)+ .
2—z T+5
e) L +In(2x 4+ 7) + 1 f) log(3z +5) + !
= — n(2x . = €T —_—
Y Va2 —dr —21 x—8 Y & Vi _ 22
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4.44. Najdite defini¢ny obor nasledujtcich funkcii.
21z — 37

2—x
-1 , b)y=-——"
a)y =log )y Vi? — 21 — 3
X

2z -3 3T
= . d)y= —In(3x —4)— ¢ .
c)y 2\/ 3 +\/4x - ) y =+ —In(3z —4) G

e) y = +/logs(7 + 3x). f) y=/logi (52 —3).

Vysledky
4.43. a) (—oo, —4) b) (0,3) c) (-2,-1)uU(1,2). d) (3,4). e)(—1,-3)U(7,8)U (8, 0).
£) (=352
444. a) (=3,2).  b) (—00,~1)U(3,00).  «¢) (., 0) d) (3,6) U (6,00) e) (=2,00)
£) (3:5)-

Priklad 4.32. Zistite, pre aké x nadobida funkcia f : y = 223 — 1 hodnotu f(z) = 53.

Riesenie. N4jst hodnotu z, pre ktoré funkcia f : y = 22% — 1 nadobtida hodnotu f(z) = 53 znamen4 riesit
rovnicu 53 = 223 — 1. Teda 54 = 222 & 27 =23 <« 3% = 23, Porovnanim exponentov dostavame

r=3.

Priklad 4.33. Zistite, pre aké x nadobida funkcia f : y = x2 — 3z + 2 nezdporné funkcéné hodnoty.
Riesenie. Uréit, pre ktoré z nadobuda funkcia f : y = 22 — 3z + 2 nezéporné funkéné hodnoty, znamen4
rieSit nerovnicu

22 —3x+2>0.
Rozlozme kvadraticky trojélen na sucin korefiovych éinitelov

(x—2)(z—1)>0.

Nulové body st 213 = 1 a x5 = 2. Uvazujme nasledujicu tabulku.

(=00, 1) | (1,2) | (2,00)
z—2 - -]+
z—1 - |+ ]+
@-2@-1|| + | - | +

Funkcia f nadobtuda nezaporné funkéné hodnoty pre = € (—oo, 1) U (2, 00).

Poznamenajme, ze priklad je mozné riesit aj graficky. Na Obr. je znazorneny graf kvadratickej funkcie
f:y=2?— 3z + 2. Grafom kvadratickej funkcie je parabola, kedze koeficient pri z2 je kladny, parabola
bude mat lokdlne minimum. Funkcia f pretne os z v bodoch x = 1 a x = 2. Z grafu lahko zistime, Ze funkcia
f nadobtda nezaporné funkéné hodnoty pre x € (—o0, 1) U (2,00). Jedna sa o ¢ast krivky, ktoréd je nad osou
x spolu s bodmi, ktoré lezia na osi x.

Ulohy

4.45. Pre funkciu f : y = —2x + 3 uréte z, ak f(z) = 5.

99



e
y=a?—3x+2

—

Obr. 4.1: Grafické riefenie kvadratickej nerovnice z2 — 3z + 2 > 0.

4.46. Pre funkciu f : y = 2? — 4z + 4 uréte z, ak f(z) = 0.
4.47. Pre funkciu f : y = 2% — 4z — 12 urcte x, ak f(z) = 9.

4.48. Zistite, pre ktoré ¢isla nadobudaja nasledujice funkcie nulové funkéné hodnoty.

-1
a) y = 4x? — 25. b) y = 22 — 10z + 24. c)y:z+3.
o5z 3z — 81
d)y=———. = log(5 — ). =Y -
VY= e) y = log(5 —x) By="—""15—
4.49. Zistite, pre ktoré ¢isla nadobudaju nasledujice funkcie kladné funkéné hodnoty.

2-3
a) y =9z + 15. b) y =3 -2z — 2. c)y= +;.

x

x—25 3w_1
d)y=—5—. e)y=e . f) y=+/3* -8l
% +1
4.50. Zistite, pre ktoré ¢isla nadobudaja nasledujice funkcie zdporné funkéné hodnoty.

9 _
a)y="Tr—21. b) y = 2% — 2z + 3. C)y:?)a:—i—ml'
d)y= x2—9‘ e)y=In2z-7). f) y =16 — 47,

4z 412
Vysledky
4.45. = —1.
4.46. x = 2.

AAT. o= -3, 2 =T.
4.48. a) v = +2. b) x =4, x = 6. c)x=1. d) z =0. e) x =4 f) x =27.

449. a) z € (- 3,00). b) z € (-3,1). c) z € (-3, 2). d) z € (25,00). e) zeR.

3

(
(

4.50. a) z € (—o0, 3). b) Nema riesenie. c)x € (— 00, —%) U (2, oo) d) z € (—o0,—3)U(-3,3).
(

e) z € (1,4). f) Nema4 riesenie.
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4.10 Testy

4.10.1 Test 1

V nasledujtcich tlohéach zvolte spravnu odpoved, resp. spravne odpovede.

4.1.

4.2.

4.3.

4.4.

4.5.

Mnozina vSetkych redlnych rieseni nerovnice

>4 je

|2 — 3x]
1

A) (1,2). B) 0. C) (£,2). D) (§,1)u(1,2).

Uréte mnozinu vietkych hodnét parametra p, pre ktoré ma rovnica pz? + 2z +p = 0 v mnozine realnych
Cisel jediny realny koreri.

A) {-1,1}. B) {0,-1,1}. C) {o}. D) {1}.

Koretiom rovnice v/ 4x2 — /5 + 8z = 1 + 2z v mnoZine realnych &isel patri do mnoziny

A) {01} B) {0,3,1}. C) {-1,1}. D) {~3.3}.
2
Urcte vsetky hodnoty parametra p, pre ktoré rovnica — =5—p nema rieSenie v mnozine realnych
Cisel
Ayp=1. B) p=>5. C)p=23. D) p=4.
Riesenim rovnice 372 + 372 = 7+ 373 v R je
A) kladné ¢islo mensie ako 3. B) ¢islo mensie ako 3.
C) dislo viicsie ako 3. D) dislo delitelné 3.

Spravne odpovede: A, B, D, B, B.
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4.10.2 Test 2

V nasledujtcich tlohéch zvolte spravnu odpoved, resp. spravne odpovede.

NI . z+1 z—1 3 o . e
4.1. Pocet rieseni rovnice = — v mnozine realnych cisel je

z—1 Vz+1 2
A) pérne dislo. B) nepérne ¢&islo.
C) zaporné ¢islo. D) dislo delitelné 3.
o e =4 :
4.2. RieSenim nerovnice 1 >0vRje
B —
A) (—o00,4). B) R — {4}. C) (4,00). D) (—4,4).
. . A 256 .. . S

4.3. Koremnom rovnice 0,25°7% = 5e+3 ¥ mnoZine realnych Ccisel je

A)z=1. B) z = 3. C)z=0. D) x = -1

4.4. RieSenim nerovnice ] < logy ¢ — 6 v mnozine redlnych cisel je
0go T

A) (2,00). B) 0. C) (1,2). D) (1,2) U (32, c0).

4.5. RieSenim rovnice 2 — 6z + 4 = f v R je

A) {1,-5}. B) {—1,5}. C) {1,5}. D) {5}.

Spravne odpovede: A, C,BaD, D, D.
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4.10.3 Test 3
V nasledujtcich tlohéch zvolte spravnu odpoved, resp. spravne odpovede.

4.1. Stéin koretiov rovnice z* — 1022 + 9 = 0 v mnozine realnych &isel je

A)o. B) —9. C) 0. D) 10.
4.2. RieSenim stustavy nerovnic x + 1 < 2z + 3 < 3z 4+ 5 v mnozine celych zapornych ¢isel je
A) {-2,-1}. B) {-1}. C) (—2,0). D) 0.
4.3. Pocet rieSeni rovnice 1 — |z — 4| = z + 2 v mnoZine redlnych ¢isel je
A) 1. B) oc. C) 0. D) 2.
4.4. RieSenim nerovnice \/m <5—zvRje
A) (0,2). B) 0.
C) (0,2). D) (0,2).

. y . 2 2 49 .
4.5. Stcet korefiov rovnice 25% 15913 = 5&"+42=2 jo

A) 6. B) —6. C) 0. D) —2.

Spravne odpovede: A, B, C, D, B.
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4.10.4 Test 4

V nasledujtcich tlohéch zvolte spravnu odpoved, resp. spravne odpovede.

4.1. RieSenim nerovnice x_— 1 < 1 v mnozine prirodzenych cisel je

A) N B) N —{1,2}. C) N—{1}. D) N— {2}.
4.2. Korenom rovnice log, z +1log, x =3 v R je

A) prvodislo. B) déislo viicsie ako 5.

C) nepérne éislo. D) pérne ¢islo.

4
4.3. Mnozinu vsetkych realnych ¢isel p, pre ktoré mé rovnica p — 3 = 712 kladné riesenie je
x
A) (—o0,3). B) 0. C) (3,5). D) (3,5).

4.4. Stclet koretiov rovnice |3z + 2| + |2 — | = 4 v mnoZine redlnych ¢isel je
A) 2. B) —1. C) 0. D) 6.

PPy . _1 1 _ .
4.5. Podet rieseni rovnice 47 — 3*7z = 3%t2 — 2221 y R je

A) L. B) 0. C) 3. D) 2.

Spravne odpovede: B, D, D, B, A.
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Goniometria je oblast matematiky, ktord sa zaobera goniometrickymi funkciami.
Uhly meriame

e v stupnovej miere — jednotkou je stupen, oznacujeme °,
e v oblukovej miere — jednotkou je radian, oznacujeme rad.

Pre prevod medzi stupniami a radianmi plati

_ &
"~ 180

1 (e}
lrad = 80 = 57° 17 45"
s

1° = 0,0175 rad

Vyhodou merania uhlov v radidnoch je, ze velkost uhla v radidnoch je zéroven dlzkou kruznicového oblika
prislachajiceho tomuto uhlu na jednotkovej kruznici.

Poznamenajme, ze ¢islo m (nazyva sa tiez Ludolfovo &islo) je iraciondlne éislo, teda sa neda zapisat v tvare
zlomku. Jeho desatinny rozvoj je nekonecny a neperiodicky. Pribliznd hodnota ¢isla 7, zaokrihlena na dve
desatinné miesta, je m = 3, 14.

2
5.1. Prepisme 45° na radidny a % radidnov na stupne.

Plati
™ ™
45° = 45.1° =45 . — — —
5 5 5 180~ 1 rad,
27 2 180° 21 - 180°
ST oad = T - = 120°.
3 T3, 37

Definicia goniometrickych funkcii ostrych uhlov pomocou pomerov stran v pravouhlom trojuholniku.
Uvazujme pravouhly trojuholnik ABC' s pravym uhlom pri vrchole C, pozri Obr. Ozna¢me « uhol pri
vrchole A a 8 uhol pri vrchole B. Strana AB, teda strana oproti pravému uhlu, sa nazjva prepona. Jej dlzku
ozna¢me c. Zvy$né dve strany pravouhlého trojuholnika sa nazjvaji odvesny. Dlzku strany BC oznaéme a
a dlzku strany AC oznacéme b.

B

C A

Obr. 5.1: Pravouhly trojuholnik ABC.
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Plati

e sinus uhla sa definuje ako pomer dlzok protilahlej odvesny a prepony,
e kosinus uhla sa definuje ako pomer dlzok prilahlej odvesny a prepony,
e tangens uhla sa definuje ako pomer dizok protilahlej odvesny a prilahlej odvesny,

e kotangens uhla sa definuje ako pomer dlZok prilahlej odvesny a protilahlej odvesny.

Teda

b
sincv:g sin f = —
c c

b
cosa = — cosB:g
@ c
b
tgoz:g tg 8= —
b a
b a
cotg a = — cotg B = —
a b

Nevyhodou tejto definicie je, Ze goniometrické funkcie st definované len pre uhly z intervalu (0°,90°), resp.

0.).

Definicia goniometrickych funkcii pomocou jednotkovej kruznice.
Majme stradnicovy systém s poc¢iatkom v bode O = [0, 0]. Jednotkova kruznica je kruznica s polomerom 1
a so stredom v poéiatku stradnicového systému, teda je dand predpisom 2 + 32 = 1. Pozri Obr.

Obr. 5.2: Jednotkova kruznica.

Uvazujme bod A = [1,0] a nech M = |2, yas] je Tubovolny bod na jednotkovej kruznici nachadzajici sa
v I. kvadrante. KedZe obvod kruhu s polomerom r = 1 je 27, dlzka kruznicového oblika prisliichajtceho
nejakému uhlu « je a. (Poznamenajme, Ze dlzka kruznicového obliika je rovné 1 prave vtedy, ked prislichajici
uhol ma velkost 1 radidnu.) Teda velkost orientovaného uhla L AOM v radidnoch, oznacme ho x, je zaroven
dlzkou kruznicového oblika prislichajticeho tomuto uhlu na jednotkovej kruznici.

Ozna¢me kolmy priemet bodu M na z-ova os M,. Teda trojuholnik OM, M je pravouhly. Potom z-ova st-
radnica bodu M bude kosinus uhla x a y-ova stiradnica bude sinus uhla z. Na jednotkovej kruznici je tangens
reprezentovany ako y-ova stradnica bodu P, ktory je priese¢nikom priamky, na ktorej lezi koncové rameno
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orientovaného uhla, a doty¢nice ku kruznici v bode A = [1,0]. Kotangens je z-ova stradnica priese¢nika Q
priamky, na ktorej lez{ koncové rameno orientovaného uhla, a doty¢nice ku kruznici v bode [0, 1].

Poznamka 5.1. Analogicky definujeme goniometrické funkcie pre uhly z ostatnych kvadrantov.

Pozndmka 5.2. Vlastnostami a grafmi goniometrickych funkcii sme sa zaoberali v [3] kapitole Funkcie.

Pre znamienka goniometrickych funkcii v jednotlivych kvadrantoch plati

kvadrant ||sinx | cos z |tgx | cotg =
I. F | aF | S
II. I = | = =
I11. — = | 4 aF
Iv. = T+ || = =

Tabulka zakladnych hodnot goniometrickych funkcii

0°]30° | 45° | 60° [90° | 120° | 135° | 150° |180° | 270° | 360°
X
0 A A A B B L 3T g

6123|213 | 2|6 | " |27
12

cnollol LIV2I¥B8] V8 [ v2 1| | |,
2 1 2|2 2 2

cosall 11 B1V21 1o | JL V2 VBl |, |,
2 | 2] 2 2 2 2
3 3

tng%l\/?j*—\/?j—l—g(] x| 0

3 3
cotgz|| * | V3] 1 g 0 —g —1 | —/3| * 0 &

Symbol * v predchadzajicej tabulke znamend, Ze prislusna funkcia pre dant hodnotu nie je definovana.

Zékladné vztahy medzi goniometrickymi funkciami

. s . ™ i
SiIn| ——x ) =COSxT s | — Tr | =COST
2 2
™ . ™ .
(¢0)] <2 — (L’) = Ssmx COS (2 + £C> = — s

.9 9 sinx 1
sin“z +cos“z =1 tgr = =
cosT cotgx
Ccos T 1
tgx - cotgxr =1 cotgxr = — = —
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Sactové vzorce

tgx £t
sin(z +y) =sinx - cosy £ cosx - siny tg(xiy)zu
1Ftgzr-tgy
tgx - cot 1
cos(z £y) =cosx-cosy Fsinz-siny cotg(gcj:y):co gL ColgY F
cotgy £ cotgx
p— M :l:
sinx+siny:2~sinx+y~cosx Y tgxitgyzw
2 COST - COSY
J— 1 :t
sin:cfsiny:lcosm - sin cotgmicotgy:w
sinz - siny
cosx—|—cosy:2~cosx+y cosxgy
. + . —
cosx—cosy:—2-sm$ y'smx2y
. . 1
sing - siny = o - [cos(z — y) — cos(x + y)]
1
COST - COSY = 5 - [cos(x — y) + cos(z + y)]
. 1 .
smx-cosy:5-[s1n(x—y)+sm(x+y)]

Vzorce pre vypocet funkcii dvojnasobnych a poloviénych argumentov

sin2x = 2sinx cos x

2 2

T —sin“x

T 1—cosx
n= =44/ ————
sm2 5

T 1+ cosx

Doy 2
cos2 5

Ccos 2z = cos

. . T x
sinx = 2sin — cos —
2 2

9 1 —cos2x

sin“x =

9 1+ cos2zx

cos“x = 5
t T sinx
g2 " 1+4cosz
i T sin
cotg— = —
g2 1—cosx
thg l—tg2§
sinxzizx cosx = 7%
1—|—tg2§ 1+tg2§

5.2. Pomocou vhodného trojuholnika odvodme hodnoty goniometrickyjch funkcii uhlov 30° a 60°.
UvaZzujme rovnostranny trojuholnik ABC, znézorneny na Obr. so stranou velkosti a = 1.

Nech Cy je stred strany AB, teda velkost strany ACj je % Trojuholnik AC)C' je pravouhly trojuholnik
s pravym uhlom pri vrchole Cj. Plati

|LCACH| =60° a |LACCy| = 30°.
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60° /
A \; Co B

a

Obr. 5.3: Rovnostranny trojuholnik ABC.

7 Pytagorovej vety dostaneme

|ACy|? + |CCy|? = |AC|?
1 2
(&) siasr

2
1
[CCo* =1 - 1
coo = 2
CCof? =2
|CCol = ?

Podla definicie goniometrickych funkcii pomocou pomerov stran v pravouhlom trojuholniku ACyC dostavame

oo |ACO] 31
sin 30° = AC] =1~
sin60°:|000‘ :gzﬁ
|AC| 1 2’
COS30°:|CCO‘ :gzﬁ
Acl — 1 2
o _|ACO| o % o 1
cos 60° = AC] =1=3
3o Al _ 3 1 _ 1 v3_V3
CCol 31 V3 V3 VB 3
CCo| _ %
tg 60° = :7:\/&
N TeT R
V3
o_|CCO‘ o 7 o
cotg 30 =1ACo — I =3,
COtgGOO:|ACO|:i:i:i£:§
CCol 3 VB VB VB 3
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5.3. Vypocitagme

2 1 19
a) sin%. b) cos(—840°). c) tgﬁ, d) cotg (;)

a) Funkcia sinus je periodické s periédou 27, teda

. 297 . 24w+ 5w . 24w bw . 5m . % . oom
smT:smi:sm — + — ] =sin 67T—|—I =sin|(3-27r+ — | =sin —

4 4 4 4 4
. 47r+17r7, 47r+17r L Jr7r B T V2
=sin 1 = sin 1 1 =sgin (7 1= 81114 = 5

b) Funkcia kosinus je parna, teda
cos(—840°) = cos 840°.

KedZe funkcia kosinus je periodickd s periédou 360°, plati

1
cos 840° = cos(2 - 360° + 120°) = cos 120° = cos(90° 4 30°) = — cos(90° — 30°) = — cos 60° = ~3

¢) Funkcia tangens je periodickd s periédou 7. Plati

177 187 — 7w
g

87 6 :tg(?’”_D :tg<_%>

KedZe funkcia tangens je neparna, dostdvame
T T V3
tg(—%) = —ter = .
&6 & 3

d) Funkcia kotangens je neparna, teda

Vzhladom k tomu, Ze funkcia kotangens je periodicka s periédou m mozeme pisat

19 18 3
COtg?ﬂ- :COtgﬂTﬂ = cotg (671' =+ g) = Cotg% = %

Teda cotg (—15%) = —@.

5.4. Nakreslime grafy nasledujicich funkcii.
a) f:y=cos(Z—uz). b) f: y=tg3ax. c) f:y=—sin(z+3%)+2.

a) Z toho, ze funkcia kosinus je parna funkcia, vyplyva, ze pre vetky redlne ¢isla a plati

e G R G e )

Vychéadzajme z grafu funkcie y = cosx.
Pripocitanie konstanty —7 ku argumentu funkcie sposobi, Ze graf funkcie sa posunie v smere osi x
o hodnotu 7. (Poznamenajme, Ze v [3| kapitole Funkcie sme sa zaoberali tym, ako sa zmeni graf nejakej
funkcie, ak jej predpis modifikujeme.

b) Uvazujme graf funkcie y = tg .

Néasobenie argumentu funkcie konstantou 3 spdsobi, ze sa graf funkcie v smere osi x skrati 3-krat.
Funkcia y = tg 3z bude teda periodické s periédou 7.
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Yy = cosx

Obr. 5.4: Graf funkcie y = cos (% — w)

Obr. 5.5: Graf funkcie y = tg 3z.

c) Vychadzajme z grafu funkcie y = sin x.

ku argumentu funkcie sposobi, Ze graf funkcie sa posunie v smere osi x

s
3

Pripocitanie konstanty

o hodnotu —

us
3"

Zmena znamienka pri funkcii mé za nésledok, Ze graf novej funkcie je simerny s grafom pdévodnej

funkcie podla osi z.

sa graf funkcie posunie v smere osi y o hodnotu 2.

N

Pripoc¢itanim konstanty 2 k funkcii

y =sinx

) +2.

s
3

Obr. 5.6: Graf funkcie y = — sin (x +

Grafy danych funkcii s zndzornené na Obr. [5.4] a
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5.1

5.2.

9.3.

5.4.

5.5.

95.6.

5.7.

5.8.

5.1.

5.2.

5.3.

5.4.

5.5.

Vyjadrite stupne v radidnoch.

a) 45°. b) 30°. c) 60°. d) 120°.
f) 180°. g) 360°. h) 1°. i) 720°.
Vyjadrite radidny na stupiioch.

a) 2r. b) g c) g. d) %”

£) m. g) 3. h) %T i) 0.

e) 90°.

j) 225°.

e)

L
J) BN

Pomocou vhodného trojuholnika odvodte hodnoty goniometrickych funkcii uhla 45°.

Vypocitajte

a) sin 4. b) cos 7. ¢) sin(—7x). d) cos 137,

f) sin (—47). g) cos 137 h) cos Z7. i) cos L.
Vypocitajte

a) sin 150°. b) cos 300°. c) sin(—225°). d) cos(—945°).
f) sin45°. g) cos 30°. h) sin90°. i) cos180°.
Vypocitajte

a) tg (—1%). b) tgld™. c) cotg (—2F). d) cotg2m.

f) tg 210°. g) cotg 45°. h) tg 0°. i) cotg 0°.

Nakreslite grafy nasledujucich funkcii.

e) cos (—

7).

j) sin %Tr.

e) cos60°.

j) sin270°.

e) tg (—

o).

j) cotg 600°.

a) y = —sinz. b) y = 2cosz. c)y=sinx+2. d)y=cos2x. e)y:sin(x—g).

f) y = sin(—x). g) y =cos(—z).  h)y=tg2x. i) y = —cotg . j) y=cotgd — 1L

Nakreslite grafy nasledujucich funkcii.

a) y =3cos(z+m) — 1. b) y = —2sin (z — ) + 2. c)y=sin(z+2)-=.

d) y=2cos(2x + §) +2. e)y=tg(z+3%)+2. f) y=—tg(2x — 3) + 1.

DX BT 9 X o fa y2r.  h) . )4 j) T
T G 3 3 5" . g) 2. 180" . D

a) 360°.  b)60°. c)45°. d)120°. e)30°. f)180°.  g) 540°.

j) 420°.

Uvazujte rovnoramenny pravouhly trojuholnik.

a)0. b)—-l. ¢)0. d) % &) 0. f) —§~ g) —§~
N V3
) 9

1 1 V2 V2 1 V2 V3
a) 7 b) 7 c) - d - e) 7 f) - g) -
j) —1.
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h) 1.

h) 150°. i) 0°.

i) ——.

i) 1.



5.6. a) 7?. b) V3. c)
V3

definované. J) ?3

d) 1. e) —1. f) g) 1. h) 0. i) Nie je

|5
|5

5.7. Vyuzite poznatky z podkapitol Elementarne funkcie a [3.I] Pojem funkcie, definiény obor funkcie,
kde je uvedené, ako sa zmenia grafy funkcii, ak sa ich predpis modifikuje.

5.8. Postupujte analogicky ako v predchadzajtcej tlohe.

5.2 Goniometrické rovnice a nerovnice

Pri rieSeni goniometrickych rovnic a nerovnic vyuzivame vlastnosti goniometrickych funkcii, vztahy medzi
goniometrickymi funkciami a st¢tové vzorce. Casto sa pri rieseni pouziva taktiez metéda substitticie.

Priklad 5.5. Riesme v R rovnicu 9
T
COS T = COS =

Riesenie. Najdime najprv korene tejto rovice na intervale (0, 27).

Y = COST

Obr. 5.7: Grafické rieSenie rovnice cosxz = cos 27”

Cislo & je z intervalu (0, %), teda sa nachadza v I. kvadrante. Z vlastnosti funkcie kosinus dostavame, pozri
Obr. Ze pre vSetky ¢isla x z I. kvadrantu plati cos z = cos(2m — ), odtial

2 9 2 14m — 27 127
€os — = cos | 2m — — | = cos ——=—— = cos ——.
7 7 7 7
Teda korene danej rovnice na intervale (0,27) st 21 = 27” axy = 127”

KedZe funkcia kosinus je periodickd s periddou 27, mnozinu vsetkych korenov v mnozine redlnych éisel
mozeme vyjadrit v tvare x1 + 2kw alebo x5 + 2k, kde k je Tubovolné celé &islo.

Teda rieSenim danej rovnice su ¢isla 27“ + 2km, 127“ + 2km, k € Z. Mnozinu rieseni moZno strucne zapisat
v tvare

2 12
K =) +2km, —" +2kn .
7 7
keZ

2si )=
S11 <7$ 4)

RiesSenie. Rovnicu budeme riesit pomocou substittcie

Priklad 5.6. Riesme v R rovnicu

s
To— L=t
T

Zaoberajme sa najprv rovnicou

1
2sint=1 = sint= >
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Hladajme opéf najskér korene tejto rovice na intervale (0, 27). Uvazujme jednotkovil kruznicu znézornent

na Obr. 5.8
;\ y:%
1 \

\
~/ 3
|
.y
~~

Obr. 5.8: Grafické rieSenie rovnice sint = %

Je zrejmé, Ze rovnica sint = % m4 na (0,27) dva korene t1, to, pri¢om plati

: T ; ™ 5T
= - a =T — — = —.

Y76 2 6 6

Funkcia sinus je periodické s periddou 27, teda riesenia v R st

5
t1:%+2k7r, tlzg—&—%w, keZ.

Kedze t = Tx — T, potrebujeme eSte vyriesit dve linedrne rovnice

T T
I 7x—1—6+2k7r
T
==+ — +2k
Tx 6+4+ T
2+ 3w
5
p 2T 2k
84 7
T 57
II. — — =— +2k
Tx 1 6—|— T
St w
7x—€+1+2k77
107 + 37
137
o =137 2km
- 84 7

Teda mnozina rieseni danej rovnice je

57 2kw 13w 2kmw

K= L

U {84+ 77 84 + 7 }
kEZ
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Priklad 5.7. Riesme v R rovnicu
2sin?z + 3sinz — 2 = 0.

RiesSenie. Dant rovnicu budeme riesit pomocou substittcie
sinx = t.
Po pouziti tejto substitiicie dostaneme kvadratickii rovnicu
2t 4+ 3t —2=0.

Korene tejto kvadratickej rovnice mozeme najst napriklad pomocou diskriminantu. Pozri podkapitolu
Kvadratické rovnice a nerovnice.

345 1
. —3+,/32-4-2.(-2) -3+9+16 —3++v25 345 4 2
1,2: = = = =
. 4 4 4 _3_5
=2
4

Ak sa vratime spét od premennej ¢ k premennej z, tak dostdvame dve rovnice

sine =t = 3 a sinx =ty =-2.
Podla Prikladu je riesenim rovnice sinx = % mnozina
o
K= {6 + 2km, — +2k7r}
kEZ
Pre vsetky redlne ¢isla = plati
—1 <sinz <1.
Z toho vyplyva, zZe druhd rovnica sinz = —2 nem4 rieSenie. Teda, Ko = ().

Zhrnutim dostédvame, Ze mnozina rieSeni danej rovnice je

K_KluKz—U{6+2k 5T 1 ok }
keZ

Priklad 5.8. VR rieSme nerovnicu ]
cosxt < ——.
2

Riesenie. Hladajme rieSenie danej nerovnice na intervale (0, 27). Uvazujme graf funkcie y = cosz. Najprv

najdime riesenie rovnice cosz = % v prvom kvadrante. Je zrejmé, ze riesenim je o = %.

Y = CoST

| RN -1
W / <-1
Obr. 5.9: Grafické rieSenie nerovnice cosz < —%.
RieSenia x1, x2 rovnice cosx = —% na itervale (0,27) ndjdeme vyuzitim vlastnosti funkcie kosinus, pozri
Obr. 59
™ 3m—m 27
L1 =T—Tog=T— = = =
! 0 3 3 3
n n T 3r+4+m A4Arm
To=T+xo=T+ - = = —
2 0 3 3 3
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Teda rieSenim nerovnice je interval (
nerovnice je zjednotenie intervalov

K= U<+2k

keZ

%’T, 4%) KedZe funkcia kosinus je periodickéd s periédou 27, rieSenim

— 4+ 2k;7r>

Pozndmka 5.3. KedZe sme v predchadzajucich prikladoch pouZili len ekvivalentné tipravy, nie je nutné vy-

konat skisku spravnosti.

5.9. Rieste v R rovnice.

a) sinz = sin 10°.

d) cotg = = cotg %

b) tg x = tg 117°.

e) cos(z — 4) = cos(2, 1m).

Tr.

C) COSx = COS §

f) sinZ =sin(-Z).

5.10. V mnozine redlnych cisel rieste rovnice.
a) sinz = 3. b) 2cosz = 1. c) sjnxzfg,
d) cotg & = cosO0. e) cos3x =0,5. f) sin2z = 0.
§) tg(—o+5) = VA h) sin (20 + 5) 1 {) cos 222 = 8
5.11. Rieste v R rovnice.
a) (cosz + 3)(cosz — 1) = 0. b) 2(sinz + §)(sinz + 1) = 0.
c) sin?z — 3sinz +2 = 0. d) 2cos?y — Tcosy + 3 = 0.
e) tg?z + 2tgr — 3 =0. f) 2cos’z =sinz + 1.
g) 5 — tg2y = 1. h) sin 2z = tg .
cos?y
i) sinx + sin 3z = sin 2z + sin4x. Jj) cos3z = sindz - cos 3z.
5.12. Najdite rieSenie rovnice na intervale (0, 27).
a) sin?x + 5sina 4+ 4 = 0. b) 2cos? x — cosz = 0.
c) 3cos’z 4 cosz = 1 — sin’ z. d) cosz + sin2z = 0.
e) 4cos’x +sinz — 7 =0. f) sin? 22 + cos 2z + 1 = 0.
5.13. Rieste v R nerovnice.
a) Sinx<%. b) cosxzfg. c) tgx < V3.
d) cotg z+ 1> 0. e) cosxw < % f) sinz + 3 <0.
5.14. Rieste v R nerovnice.
a) cosx > 2. b) cosx > —3. c) sinz < 7.
d) cos(z —3) > 1 e) —3- g3 > 0. f) 2sin(3x — 4) < —1.
5.9. a) | J {10° +360°k,170° + 360°k}.  b) | J {117°+180°%k}. <) | {4 + 2k, +2k7r}
kez kez kez
127 187
d)U =k e) | {4+0,1r+ 2k, 4+1,97 +2kn}. ) | J 3 +4km, —— +4dkn
5 5
keZ keZ keZ
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5.10.

5.11.

5.12.

5.13.

5.14.

a) Nem4 riesenie. b) U {3 + Qkﬂ' 3 T4 Qkﬂ'} c) U { + 2k;7r L 2k;7r}

kEZ kEZ

d)U{ +k7r} e)lgz{g+2];r,597r+2?}. f)U{k;} g)U{——i—/ﬂr}

keZ kEZ kEZ

h)U{+kﬂ' +k7r} 1)U{107T2 8§W,T§+SI§T}.

keZ keZ

a) |J {2kr).  b) {+2k7r é”+2k7r,32”+2k7r}. c) U{ +2k7r}

keZ kEZ kEZ

d) U{ + 2k, +2k7r} e) U{ + kr, arctg(— )+k7r}.

keZ keZ

f)U{ 4+ okm, T +2k77 +2k7r} g)R—U{(%H)g}. h)U{ + klmr}

kEZ keZ kEZ
0 m  2km ™ k7r 7r km
kEZ keZ
3T T 7w 3m 57w m™ 2m 4w 3w m Tm 3w 1w
—. - =y — . . Nema rieSenie.
a) 5 b) 373" 273 )2 3309 )2 526 e) Nema4 riesenie
T 3
f£) = 22
) 27 2
om 137
a) —+2km,——+2kr).  b) ———|—2k7r —|—2k7r o (- +k7r T rkr).
6 6 3
kEZ k€EZ k€EZ
3m om T T 117
d) <k7r,4+k:7r>. e | <6+2k +2k7r> ) <6+2k 5 T2k >
keZ keZ keZ

a)0. b)R. ¢ R d)0. e)U< LI, 4k””+4k”>.

"3 3
kez

777r+é+2k7r 117r+4 2k77r
18 3 3 718 3 3/
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5.3 Testy

5.3.1 Test 1

V nasledujtcich tlohéch zvolte spravnu odpoved, resp. spravne odpovede.

5.1.

5.2,

5.3.

5.4.

5.9.

Vyraz cos 21T je rovny

A) cos §. B) sin 7. C) cos 2F. D) sin 3T,

Pocet rieseni rovnice sin 2x = sin x na intervale <—%, 7r> je

A) 3. B) 2. C) 4. D) 1.
Ak je x rieSenim rovnice sinx = ‘/7‘5’, tak cos? x je rovné
A) 3. B) ;. C) 0. D) 1.
Oznaéme M mnozinu vietkych rieSeni rovnice 2sin? z — 5sinz + 2 = 0. Potom
A) M = | J{Z + 2kn, 32 + 2kr}. B) M = | J{Z + 2kr, I* + 2kn}.
kez kez
C) M = | J{% + 2km, L= + 2kn}. D) M = | J{% + 2kr}.
keZ keZ
Ozna¢me M mnozinu vSetkych rieseni nerovnice cos (31‘ — %) < % na intervale <O, §> Potom
A) M = (0, %) B) M =(%.55) O M=(%3%) D) M = (5, %F)-

Spravne odpovede: C, C, B, A, C.
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5.3.2 Test 2

V nasledujtcich tlohéch zvolte spravnu odpoved, resp. spravne odpovede.

1.

Vyraz cos 7 je rovny

A) —cos 3. B) .

. Pocet rieseni rovnice sin z = 0 na intervale (O, 271') je

A) 3. B) 2. C) 4.

. Ak je x = %, tak hodnota vyrazu 2sin? = + cos? z je rovna

A) % B) ;11. C) 1.
Podmienka cos z < 0 na intervale (O, 7r) je ekvivalentna s podmienkou
A)o<z<m. B) 7 <z<m C)o<z< 3.

HM=(05%).  BM=(37). O M=(Fm

Spravne odpovede: A a CaD,D,D,D,B.

D) sin .

D) 1.

D) 5.

D) I <z<m.

. Ozna¢me M mnozinu vSetkych rieSeni nerovnice cosx < _\/Tg na intervale <0, 27r>. Potom

D) M = (0, ).
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5.3.3 Test 3
V nasledujtcich tlohéch zvolte spravnu odpoved, resp. spravne odpovede.

1. Vyraz sin § je rovny

A) cos §. B) \/TE C) ;. D) sin( — %).

2. Pocet rieSeni rovnice cos4x = 2 na intervale (O, 7r) je
A) 0. B) 2. C) 4. D) 1.

3. Ozna¢me M mnozinu vSetkych rieSeni rovnice sin 2z = % na intervale ( -, 7r). Potom
A)M={3%.5F} BM={-5F} OM={-45F} D)M={-F 5}

4. Podmienka sinz > 0 na intervale (0, 2m) je ekvivalentnéd s podmienkou
A)o<z<m. B)0<z<m. C)o<z<m. D)0<z< 3.

5. Ak je x = 7, tak vyraz 2sinz cosx je rovny

A) 1. B) L. C) 0. D) ¥2.

Spravne odpovede: A a B, A, C, C, A.
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5.3.4 Test 4

V nasledujtcich tlohéch zvolte spravnu odpoved, resp. spravne odpovede.

1.

Stcet rieseni rovnice cos? # = 1 na intervale ( — 2, 27) je rovny
A) . B) 27. C) 0. D) 1.

. Ak je x z intervalu <O, §>, tak pre sin x cos z plati

A) sinz - cosz > 0. B) sinz - cosz < 0. C) Neda sa urdit. D) sinz - cosz > 0.

Ozna¢me M mnozinu vsetkych rieSeni rovnice 2 cos? z + 3cosx — 2 = 0. Potom

A) M= | J{Z + 2k, 4 + 2k7}. B) M = | J{% + 2km, 3F + 2kn}.
keZ kEZ

C) M = | J{% + 2knm, 5T + 2kn}. D) M = | J{% + 2kn}.
kEZ keZ

Pocet rieseni rovnice cos 3z = 0 na intervale (—m, ) je
A) 0. B) 2. C) 4. D) 6.

. Ozna¢me M mnozinu vSetkych rieSeni nerovnice sin 2z > ? na intervale <O, 7T>. Potom

A) M = (0,5F). B) M = (%, %) C) M= (%.3). D) M =(§,%)-

Spravne odpovede: C, D, B, D, B.
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Postupnost je Tubovolnd funkcia definovand na mnozine prirodzenych ¢isel. Teda

f(l):alaf(2):a2a'--af(n):an7"'

Funkéné hodnoty postupnosti priradené prirodzenym ¢islam n, n = 1,2,..., nazyvame c¢lenmi postupnosti.
Oznacujeme a; — prvy Clen postupnosti, as — druhy ¢len postupnosti, ..., a, — n-ty ¢len postupnosti.
V pripade, Ze ¢lenmi postupnosti st ¢isla, hovorime o ¢iselnej postupnosti alebo postupnosti ¢isel. Ak s
élenmi postupnosti funkcie, tak hovorime o funkcionédlnej postupnosti. My sa budeme v tejto zbierke zaoberat
len ¢Giselnymi postupnostami.

Ak je defini¢ny obor postupnosti mnozina prvych k prirodzenych éisel, teda mnozina {1,2,...,k}, tak pos-
tupnost nazveme konecénou a oznacujeme ju

{an}izl = {ala az, ..., ak}.

Ak definiécnym oborom postupnosti je celd mnozina prirodzenych ¢isel, tak hovorime o nekonecnej postup-
nosti. Oznacujeme ju

{an}zozl ={a1, ag, ..., an, ...}

Grafom postupnosti {an}:o:l je mnoZina izolovanych bodov [n, a,] v rovine, kde n € N.

Postupnost moze byt uréena niekolkymi sposobmi.

e Vymenovanim niekolkych ¢lenov postupnosti, pripadne graficky pre koneéné postupnosti.

Napriklad postupnost %, %, %, %, % je dand prvymi piatimi élenmi. T4to postupnost je znidzornené na

Obr. [6.1]

(2 Y .
3 4 2
11 1 2 4 5 0
2 ° ° (] b
°
0 1 2 3 4 5 n

4
5

[N [é}}

Obr. 6.1: Graf postupnosti danej prvymi piatimi ¢lenmi %, %, %,

)

e Rekurentnym vzorcom. Znamenéa to, Ze je dany prvy ¢len alebo niekolko prvych ¢lenov postupnosti
a vztah pre vypocdet dalsich ¢lenov postupnosti pomocou predchadzajucich.

Napriklad a; =2, ap4+1 = 2a, +1,tedaas =2a14+1=2-24+1=5,a3=2a2+1=2-5+1=11, ...

e Vzorcom pre n-ty ¢len.

p 3n—2\ 3n—2
Napr1klad{n+l} ,tedaa; =1, a, = e

n=1
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Vlastnosti postupnosti.
Kedze postupnost je Specialny pripad funkcie, mé analogické vlastnosti, ako st uvedené v[3] kapitole Funkcie
— vlastnosti funkcii, elementarne funkcie.

Teda postupnost {an}zozl sa nazyva

e rastica, ak pre vSetky prirodzené ¢isla n plati a,11 > ay,

o klesajica, ak pre vsetky prirodzené c¢isla n plati a,4+1 < an,

e nerastica, ak pre vSetky prirodzené ¢isla n plati a1 < ap,

o neklesajica, ak pre vSetky prirodzené ¢isla n plati a,+1 > an,

e Lonstantnd, ak pre vSetky prirodzené cisla n plati a,+1 = an,

e zhora ohranicend, ak existuje také redlne Cislo h, ze pre vSetky prirodzené ¢isla n plati a,, < h,
e zdola ohranicend, ak existuje také realne Cislo d, ze pre vSetky prirodzené ¢isla n plati a,, > d.

Cislo d nazyvame dolné ohranicenie a ¢islo h horné ohrani¢enie postupnosti. Postupnost je ohranicena,
ak je ohranicena zhora aj zdola.

o0
6.1. Je dand postupnost {:L_l} . Napisme prugch pdt élenov tejto postupnosti a (n + 1)-vy
n n=1

clen. Zistime, ¢i je dand postupnost rastica, a ¢i je ohranicend.

s o . _ n _ 1 _ 1 _ _ 2
Postupnost je urcena vzorcom pre n-ty ¢len a, = cTeda ar = 17 = 5, a2 = 377 = 5,

n+1
_ 3 _3 _ 4 4 _ 5 _5 _ _n+l  _ ntl
B=30 T MUT 1T 5 8B = 570 = 6 Intl = i1 - nt2

Ak mé byt postupnost rastiica, musi pre vSetky prirodzené ¢isla n platit a,41 > a,. Pre danti postupnost

teda musi platit
n+1 n

> .
n+2 n+1

Této nerovnica je ekvivalentna s nerovnicou
n+)n+1)>nn+2) < n2+2n+1>n’+2n < 1>0,

ktoré plati pre vSetky prirodzené ¢isla n, to znamend, Ze dand postupnost je rasttca.

> 0. Dana

KedZe podiel dvoch kladnjch éisel je ¢islo kladné, pre vSetky prirodzené &isla n plati Zl
n

postupnost je teda ohranicena zdola. KedZe pre vSetky prirodzené &isla n je Citatel mensi ako menovatel,
< 1. Teda dané postupnost je ohranidend zhora. Tym sme dokazali, Ze uvedené postupnost

taktiez plati
n

je ohranicena.

6.2. Napisme vztah pre n-ty ¢len postupnosti, ktorej prvijch pdt élenov je %, %, 2%, %, 2%3, %.
Citatele lenov posupnosti st ¢isla 1, 2, 3, 4, ..., n.
Menovatel je tvaru 3 = 3!, 9 = 32, 27 = 33, 81 = 3%, ..., 3". Teda predpis pre n-tj ¢len postupnosti je
n

an

6.3. Postupnost {3 . 2”}20:1 vyjadrime rekurentngm vztahom.

Plati a1 =3-2' =6, a, =3-2", ay41 =3 -2""1 =3.2.2" Teda

Gne1  3-27F1 3.2.97

2.
an 3-2n 3-2n

Odtial a,+1 = 2 - a,,. Teda dané postupnost je rekurentne vyjadrend vztahom a,+1 = 2 - a,,, kde a3 = 6.
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6.1.

6.2.

6.3.

6.4.

6.5.

6.6.

6.7.

6.8.

6.9.

6.10.

VySetrite monoténnost nasledujtcich postupnosti.

2) {2041} b) {52} O {1402},

d) {1+1}> e) {ot1™ . f) {n?—10n+1}"" .
g) {(—1)"+2}> . h) {n®—2n%}>" . i) {3"}°° .

Vysetrite monoténost a ohrani¢enost danych postupnosti.

a) {21 . b) {22411 ) {3-2n-n?}>" .

Napiste vzorec pre n-ty ¢len nasledujicich postupnosti.
a) 3, 6,9 12, 15, ... b) 5, 7,9, 11, 13, ... c) 4,7, 10, 13, 16, ...
d) 2, 4, 8, 16, 32, ... e)1,0,3 0,5 0,7,0, ... f) -1, 3, =5, 7, =9, ...

Napiste vzorec pre n-ty ¢len nasledujicich postupnosti.

1 4 9 16 25 _2 3 _4 5 _ 6 12 3 4 5
a) 33> 340 150 56 670 o b) 1, =2, % —5 160 ~33 - ©) 3 5 37 81 243
2 _1 12 3 11 1 5 7 9 11 13

d) _17 _57 0, 77 g, 57 ... e) 4’ _2’ 17 _57 1’ _§7 DRI f) 3’ §7 g’ 7, ?7 T7 DR

Postupnost je dana rekurentne nasledujtcim vzfahom a; =0, as = 1, apy1 = 2a, +a,_1. Uréte prvych
pét ¢lenov postupnosti.

a

Postupnost je dané rekurentne a,_1 = :1, pricom hodnotu prvého ¢lena postupnosti udava priro-
3r—2 1-2 1 ) .
dzené ¢islo vyhovujice nerovnici a: - x <3- T . Urcte prvych pét ¢lenov postupnosti.
v ;v P . oo

Napiste prvé styri ¢leny postupnosti {an}nzl.

—1 1 -1
a) a, =2+ 3n. b) a, = =1 o) a, = ATV

2 n
d) a, = (-1)"(n?+1). e) a, =2"-n. f) ap = (-1)"Vn+1.
g) a, = logn. h) a, = sin °f. i) a, = cosnm.
Najdite prvych pét ¢lenov postupnosti {an}zozl.
a) a1 =2, apnt1 =3+ (—1)"a,. b) a; = %, Ont1 = 20y,
c)ay =3, az =5, apy2 = Ap — Apy1. d)ar =1, a2 =2, ani2 = ap - apy1.

1
e) ax =4, any1 = 2a,. f) a1 =3, a2 =2, api1 = .
An—1
g)ar =1, any1 = V30 — a,°. h)ay =3, a2 =2, a3 =1, ant1 = 2a, — ap_o.
V postupnosti {an}zozl, kde a,, = 3 — 2n, vypocitajte nasledujice cleny.
a) Ap+1- b) ay + 1. C) aon—1- d) ao2pn — 1.
€) 2a,_1. f) 2a, — 1. g) a,z. h) a,2 + 1.
Dané postupnosti vyjadrite rekurentne.
1

a) an:n(n—Fl) b) Ay = m C) (ln:4'2n. d) (In:10g5n.
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6.1.

6.2.

6.3.

6.4.

6.5.
6.6.

6.7.

6.8.

6.9.

6.10.

a) Rastuca. b) Rasttca. c¢) Rastuca. d) Klesajuca. e) Rastuca. f)Pren=1,2,...,5
je postupnost klesajtca, pre n = 5,6, ... je rastica. g) Ani rastica, ani klesajtca. h) Rasttca.

i) Rasttca.

a) Rastica, ohrani¢end.  b) Rastiica, zdola ohrani¢end.  c¢) Klesajtca, zhora ohranicena.
a) a, = 3n. b) a, = 2n+ 3. c) ap =3n+ 1. d) a, =2".
e) Pre n parne je a, = 0, pre n neparne je a, = n. f) a, = (-1)"(2n —1).
n? (—=1)"*in n n—3
n = 7 . AN/ . o\ b n— T 4~ 1 n — T - d n — .
a)a CERCES) ) a ST c)a 3n ) a ——
2n+1
n= (=123 f)a, = ——.
&) . = (1) ) = 2 td

(11:0, a2:1, a3:2,a4:5,a5:12.
{1,3,12,60,360} alebo {2,6,24,120,720}.

a) 5,8,11,14. b) 0,1,3,6. c) 0,38 15 d) —2,5,-10,17. e) 2,8,24,64.

f) —v2,v3,~v4,v5.  g) 0,log2,log3,log4.  h) %2, 1,%2.0. i) -1,1,—1,1.
a)2,1,4,-1,2.  b) 11,248  ¢)3,5-27-9.  d)1,2,24,8.

e) 2,4,8,16,32. f) 3,2,4,4,3. g) 1,v2,2,v/5,V7. h) 3,2,1, -1, —4.

a) 1 —2n. b) 4 — 2n. c) 5—4n. d) 2 —4n. e) 10 — 4n. f) 5—4n. g) 3 —2n?.
h) 4 — 2n2.
n+2 1 n
a) ay =2,ap41 = ——ln. b) a1 = 27 n41 = oo an. c) a1 = 8,ant1 = 2ay.
1
d) a1 =logh,an11 = n an.
n

Postupnost {a,}52, sa nazyva aritmetickd, ak existuje také redlne ¢islo d, ze pre vSetky prirodzené ¢isla n
plati

Gpt1 = Gp +d.

Teda kazdy nasledujici ¢len aritmetickej postupnosti dostaneme tak, Zze k danému c¢lenu pripocitame kon-
stantu d. Cislo d sa nazjva diferencia aritmetickej postupnosti.

e Ak d > 0, tak je aritmetickd postupnost rastuca.
e Ak d < 0, tak je aritmetickd postupnost klesajica.

e Ak d =0, tak je aritmetickd postupnost konstantna.

Aritmetickd postupnost je jednoznacne uréend prvym ¢lenom a; a diferenciou d.

Kazdy ¢len aritmetickej postupnosti (okrem prvého) sa rovnd aritmetickému priemeru svojho predchddzaji-
ceho a nasledujiceho ¢lena, teda

(an—l + avz+1)-

QAp =

N —
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Pre n-ty ¢len aritmetickej postupnosti plati

an =a1 + (n—1)d.
Pre dva Tubovolné ¢leny aritmetickej postupnosti plati

ar = as + (r — s)d.

Sucet s, prvych n ¢lenov aritmetickej postupnosti je

n

5 [2a1 + (n — 1)d].

Sp = g(al +a,) = g[al + (a1 + (n—1)d)]

Grafom aritmetickej postupnosti je mnoZina izolovanych bodov [n,a; + (n — 1)d], pri¢om tieto body lezia na
priamke danej rovnicou y = (a1 — d) + dz.

6.4. Postupnost 1,4,7,10,... je aritmetickd, lebo kaZdy nasledujici clen postupnosti je o 3 vdcsi
ako predchddzajuci. Diferencia tejto aritmetickej postupnosti je d = 3.

6.5. Uréme sucet prvych 15 ¢élenov aritmetickej postupnosti, ak plati as = —5, a7 = 10.

Vyuzijuc vztah medzi druhym a siedmym ¢lenom aritmetickej postupnosti dostdvame
ay = ag + (7 — 2)d

Po dosadeni
10 = —5 + 5d.

Odtial pre diferenciu aritmetickej postupnosti plati d = 3.

Hodnotu prvého ¢lena aritmetickej postupnosti uréime napriklad pouzitim vztahu
as = aj + (2 — l)d
Po dosadeni dostaneme

—-5=a1+3

a; = —8.

Podla vzorca s, = 4 (a1 + a,), pre sucet prvych 15 ¢lenov aritmetickej postupnosti plati

15 15 15
S15 = ?(al + (115) = ? ay + (a1 + (15 - 1)d) = 3(20,1 + 14d) = 15((11 + 7d) = 15(*8 +7- 3) = 195.

6.6. Uréme aritmeticku postupnost, pre ktoru plati as + as = 8, asz + a7 = 14.

Jednotlivé ¢leny aritmetickej postupnosti vyjadrime pomocou prvého ¢lena a; a diferencie d.
Dostaneme

(a1 +d)+ (a1 +4d) =8
(a1 + 2d) + (a1 + 6d) = 14.

Po uprave

2a1 +5d =8
2a1 + 8d = 14.

Od¢itanim tychto rovnic dostdvame jednu rovnicu s jednou nezndmou

—3d = —6
d=2.
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Dosadenim hodnoty d = 2 napriklad do prvej rovnice dostdvame

201 +5-2=28
2a;1 +10=38
2&1 = -2
a; = —1.
Teda prvy c¢len danej aritmetickej postupnosti je a; = —1 a jej diferencia je d = 2.

6.7. Pred skuskou sa student v prvy deri nauci 15 otdzok a kaZdy dalsi dem o 3 otdzky menej. Stihne

sa naucit vietkych 50 otdzok za 5 dni?

V prvy den sa nauci 15 otazok, ¢ize a; = 15. Kazdy nasledujici den sa nauc¢i o 3 menej, teda

d = —3. Za 5 dni sa naudi s5 otazok. Plati

5 5 5
55 = 5(a1 +as) = 5(al + (a1 + 4d)) = 5(2a1 +4d) =5(a1 4+ 2d) = 5(15+ 2 (=3)) =59 = 45.

Za 5 dni sa $tudent naudi len 45 ot4zok, teda nestihne sa naudit kazdu z 50 otézok.

6.11.

6.12.
6.13.
6.14.
6.15.
6.16.
6.17.
6.18.
6.19.

6.20.

6.21.

6.22.

6.23.

6.24.

6.25.
6.26.

6.27.

Vypocitajte as, as, aq, as aritmetickej postupnosti {an}zo:l, ak plati a; = 2, d = 5.

Je dana aritmetickd postupnost {an}:o:l, az = 6, d = —2. Vypocitajte a1, as, ay.
Urcte prvy ¢len a diferenciu aritmetickej postupnosti, ak plati a14 = 140, s;4 = 1050.
Je dané aritmeticka postupnost {an}:ozl, a; =1, az = 7. Vypoditajte as a s1g.
Vypocitajte ags a ajgo aritmetickej postupnosti {a, }52 , v ktorej ag = 6, a1 = —1.
Je dané aritmeticka postupnost {an}:O:l, ag = 1, a4 = 4. Vypoditajte sso.

N4jdite stucet prvych sto neparnych ¢isel.

Vypocitajte sucet vsetkych dvojcifernych prirodzenych cisel.

Napiste prvych Sest ¢lenov aritmetickej postupnosti, ak plati a1 + a4 + ag = 49, a5 — az — az = 2.

s o . L . , a 3
Napiste prvych pat ¢lenov aritmetickej postupnosti, ak plati as + a4 = 42, LA =
ar

Urcte Sest ¢lenov klesajticej aritmetickej postupnosti, ak stéet prostrednych ¢lenov je 19 a sti¢in krajnych
je 34.

Medzi korene kvadratickej rovnice 22 —6x—27 = 0 vlozte tri ¢isla tak, aby spolu s nimi tvorili aritmetickt
postupnost. Napiste tieto tri ¢isla.

Medzi ¢isla 5 a 45 vlozte Styri také ¢isla, aby s danymi ¢islami tvorili aritmetick(i postupnost. Uréte
tieto Styri Cisla.

Dlzky stran pravouhlého trojuholnika tvoria aritmetickd postupnost. Vypodcitajte jeho obvod, ak dlhsia
odvesna mé dizku 24 cm.

Uhly v trojuholniku tvoria aritmetickil postupnost. Urcte ostatné uhly, ak najviacsi mé velkost 100°.

Dlzky hran kvadra tvoria tri po sebe idiice ¢leny aritmetickej postupnosti. Uréte ich velkost, ak sticet
dlzok hran prechadzajtcich jednym vrcholom je 24 cm a objem kvadra je 384 cm3.

Zrychlujtce auto prejde za prva sekundu 2 m, za kazda dalsiu sekundu prejde o 5 m viac. Akt drahu
prejde auto za 20 sektind?
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6.11. 7,12,17,22. 6.12. 10,8,4. 6.13. a; =10,d = 10.

6.14. a5 = 13,510 = 145. 6.15. a5 = —11,a100 = —86. 6.16. s50 = 487,5.
6.17. 10000. 6.18.  4905. 6.19. 3,8,13,18,23,28.
6.20. 7,14,21, 28, 35. 6.21. 17,14,11,8,5,2. 6.22. 0,3,6.

6.23. 13,21,29,37. 6.24. 72 cm. 6.25. 20°,60°.

6.26. 4 cm,8 cm, 12 cm. 6.27. 990 m.

Postupnost {an}zo:l sa nazyva geometrickd, ak existuje také realne cislo g, ze pre vSetky prirodzené cisla n
plati

Ap41 = Qn " g.

Teda kazdy nasledujuci ¢len geometrickej postupnosti dostaneme tak, ze dany ¢len vynasobime konstantou
q. Cislo ¢ sa nazyva kvocient geometrickej postupnosti.

e Ak ¢ < 0, tak dostdvame geometrickii postupnost so striedavymi znamienkami. Nazyvame ju tiez
alternujiica postupnost.

e Ak 0 < g<1aa;>0,tak geometrickd postupnost je klesajuca.
e Ak 0 < g<1aa; <0, tak geometrickd postupnost je rastica.
e Ak g > 1 aa; > 0, tak geometrickd postupnost je rasttca.

e Ak ¢ > 1 aa; <0, tak geometrickd postupnost je klesajtca.

Geometrickd postupnost je jednozna¢ne uréend prvym ¢lenom a; a kvocientom g.
Kazdy ¢len geometrickej postupnosti sa d4 vyjadrif pomocou prvého ¢lena a; a kvocienta q.

Absolutna hodnota kazdého ¢lena geometrickej postupnosti (okrem prvého) sa rovna geometrickému priemeru
jeho susednych ¢lenov, teda

|an| = Van—1"Any1.

Pre n-ty ¢len geometrickej postupnosti plati

ap = a1 qn71
Pre dva Tubovolné ¢leny geometrickej postupnosti plati
ar = As qr—e
Sucet s, prvych n ¢lenov geometrickej postupnosti je
n o __
Sp = a1 , pregq 7& 1’
qg—1
Sy = nayp, pre ¢ = 1.

Ak g > 0, ¢ # 1, tak grafom geometrickej postupnosti je mnozina izolovanych bodov [n,al . q”fl}. Tieto
body lezia na exponencialnej krivke, ktora je dand predpisom y = a; - ¢* .

6.8. Postupnost1,3,9,27,... je geometrickd, lebo kazdy nasledujici clen postupnosti je 3 krdt vicsi
ako predchddzajuct. Jej kvocient je ¢ = 3.
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0
n=1’

Pre treti ¢len a3 geometrickej postupnosti plati

6.9. Je dand geometrickd postupnost {an} as =9, g = 3. Vypocitajme ay,as,aq,as.

2
az =ai-q

9=a, -3
9=a1-9
a1:1.

Potom
ay=a;-q=1-3=3,
as=a1-¢>=1-3%=27,
as =a;-¢* =1-3*=81.

6.10. Napisme prvych sedem clenov geometrickej postupnosti, ak plati az = 8, a7 = 128.

Medzi siedmym a tretim ¢lenom geometrickej postupnosti plati vztah

a7 = as - q7_3.
Po dosadeni dostavame
128 =8 .¢*
16 = ¢*
(+2)' = ¢*
q = £2.
Hodnotu a; vypodéitame napriklad pomocou vztahu
az = ax - q2
8 = aj - (:|:2)2
8 = ai - 4

CL1:2.

Zadaniu vyhovuju dve geometrické postupnosti, ktorych prvych sedem ¢lenov je {2, 4,8, 16,32, 64,128}, pre
q = 2, alebo {2, —4,8,—-16,32, —64, 128} pre g = —2.

6.11. Urcéme q a ag v geometrickej postupnosti, v ktorej plati a; = 4, s3 = 84.

¢° —1
Pre s3 plati s3 = a4 T Teda
q—
3
g —1
84=4.
qg—1
_ 2
g1 = A= D@ +q+1)
q—1
20=¢*+q+1
0=¢*+q—20
0=(q—4)(¢+5)
Korene tejto kvadratickej rovnice st ¢; =4 a go = —5.

Ak ¢; = 4, tak 6-ty ¢len geometrickej postupnosti je
ag = ay - q5 = 4-4°5 = 4096.
Ak gy = —5, tak 6-ty ¢len geometrickej postupnosti je
ag = ai - g5 =4 - (—5)° = —12500.
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Aplikdcia geometrickej postupnosti.

Ako priklad vyuzitia geometrickej postupnosti v praxi uvedieme tzv. zloZen€ urokovanie. Pouziva sa hlavne
vo finanénictve, ale nie len tam. Jedn4 sa o tlohy, v ktorych sa nejak4 veli¢ina (mnoZstvo petiazi na bankovom
konte, podet obyvatelov v meste, ...) pravidelne zvySuje, resp. znizuje zo zékladnej hodnoty.

Ozna¢me N, zafiatofni (zdkladnd) hodnotu nejakej veli¢iny, N jej vysledni hodnotu, p pocet percent,
o ktoré zaciato¢na hodnota za dané obdobie vzrastie alebo poklesne, n pocet obdobi, za ktoré vzrast alebo

pokles prebieha. Potom plati
n
N=N,- (1 4 p) .

100

6.12. Na aki dobu je potrebné vioZit do banky 10000 €, aby sa tdto suma zdvojndsobila pri 5%
zlozenom drokovani?

Zo zadania Ng = 10 000, p = 5, N = 20 000. Cielom tlohy je urcit n. Vyuzijic vzorec pre zlozené

arokovanie dostéavame
p n
N=Ny-[1+—=—
0 < * 100)

N (Y
No 100

N p \"
In— =1In(1+ -2
"N n( +100)

N P
In— =nl {1+ -2
"N "n(+100>

N
In N

In (1+ &)
20000

10000 _ ~ 14,2,
In (1+ 135) ’

In

Pre zdvojnésobenie vlozenej sumy je potrebné vlozit do banky 10000 € pri 5% zloZenom trokovani na 14,2
roka.

6.28. Urcte as, a4, as, ag geometrickej postupnosti, ak plati a; =4, ¢ = %

6.29. Urcte prvy c¢len a kvocient geometrickej postupnosti, v ktorej plati ag = 8, s3 = 14.

6.30. Geometrickd postupnost je dand dvoma ¢lenmi a; = 1, ay = %. Vypocitajte aig a ss.

oo

n=1’

6.31. Dané je geometrickd postupnost {an} as = 1, a1g = 243. Vypocitajte sqg.
6.32. Urcte prvy ¢len a kvocient geometrickej postupnosti, ak plati 3az + 7as = 10, 3a; + 2a5 = 5.

6.33. Medzi korene kvadratickej rovnice 22 —51z+144 = 0 vlozte jedno &islo tak, aby spolu tvorili geometrickt
postupnost. Napiste, ktoré &slo je potrebné vlozit.

10 a
6.34. Napiste prvé styri ¢leny geometrickej postupnosti, pre ktora plati a; + a3 = 9 s —)
a2

6.35. Uréte osemélennti geometrick postupnost, ak siucet dvoch prostrednych élenov je 6 a stéin dvoch
krajnych ¢lenov je 5.

6.36. V geometrickej postupnosti plati a; = 1, ¢ = v/2, a,, = 32. Uréte n.

6.37. Urcte prvy ¢len a kvocient geometrickej postupnosti, ak plati ay + a4 = 18, as + ag = 12.
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6.38.

6.39.

6.40.

6.41.

6.42.

6.43.

6.44.

6.45.

6.46.

6.47.

6.48.

6.30.
6.32.
6.34.
6.36.
6.38.
6.40.
6.42.
6.44.
6.46.

6.48.

Medzi ¢isla 3 a 18 vlozte dve éisla tak, aby v danej pétici ¢isel prvé tri tvorili geometrick postupnost
a posledné tri aritmetickd postupnost. Napiste vliozené &isla.

Medzi korene rovnice z2 — 92 + 8 = 0 vlozte dve &isla tak, aby vznikli §tyri za sebou idtce éleny
geometrickej postupnosti. Napiste dana Stvoricu ¢isel.

Za prvy den prace dostane zamestnanec 1 €, za druhy demn 2 €, za treti deii 4 €. Kolko dni musi
pracovat, aby zarobil 511 €7

Kvéder, ktorého dlzky hran tvoria geometrickt postupnost méa povrch 78 cm?. Stcet dlzok hran pre-
chadzajucich jednym vrcholom je 13 cm. Urcéte objem kvadra.

Dlzky stran trojuholnika a, b, ¢ v tomto poradi, tvoria tri za sebou idice ¢leny geometrickej postupnosti.
Urcte a a ¢, ak b = 8 cm a obvod trojuholnika je 42 cm.

Kolko nasetrime za 14 rokov pri 3% zloZenom trokovani, ak vlozime do banky 1 000 €7

O kolko percent ro¢ne je potrebné pocas piatich rokov zvySovat vyrobu, aby sa za pit rokov pri kon-
Stantnom percentudlnom prirastku zvysila trojnasobne?

Sucasné ndklady na vyrobu urc¢itého vyrobku st 300 €. Za aku dobu sa néklady zmensia na tretinu, ak
kaZdoroc¢ne klesni1 o 15%?

Aky musi byt roény percentudlny prirastok pri zloZenom turokovani, aby vklad 500 € vzréstol za 3 roky
o tretinu?

V meste, ktoré ma 100000 obyvatelov, je roény prirastok 42 obyvatelov na 1000 obyvatelov. Kolko
obyvatelov bude mat toto mesto po 10 rokoch odteraz?

Pri prechode sklenenou doskou straca svetlo 6% svojej intenzity. Kolko takych dosiek treba na seba
polozit, aby sa intenzita svetla stlmila na polovicu?

Li L4 6.29. a1 =2,q=2aleboa; =18, = —2.
a10 = =13, 85 = S¢. 6.31. 10 = 29224,
ay =5,q1 =1, alebo a1 = %,qg = -2, 6.33. 12 alebo —12.
£,1,1,3} alebo {§,—%,1,-3}. 6.35. {3z 55,2, 1,5,25,125,625}.
11. 6.37. a; =2,q =2 alebo a; = 16,¢ = 3.
6,12 alebo —3, 2. 6.39. 1,2,4,8.
Deviif dni. 6.41. 27 cm?.
a=2cm, c=32cm. 6.43. 1512,59 €.
24,57%. 6.45. 6,76 rokov.
10, 06%. 6.47. 150 895 obyvatelov.
11 dosiek.
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Nech ai,as9,...a,,... su ¢leny geometrickej postupnosti. Potom vyraz
oo

artag+tan o= ap
n=1

nazyvame nekonecny geometricky rad.

Pre sticet s nekoneé¢ného geometrického radu plati
ai

1—¢q’

s = pricom |q| < 1.

6.13. Vypocitagme siucet nekonecného geometrického radu 1 + % + i + % + -

Kedze a1 =1, as = %, pre kvocient geometrickej postupnosti plati

_a_3_1
1= 172
Teda stucet daného nekonec¢ného geometrického radu je
a 1
S = 1 = i = 2
l—q¢ 1-3

6.14. Vyriesme nasledujicu rovnicu a uréme podmienku, kedy existuje sucet nekonecného v geomet-

rického radu
2 3 3r—1

Ty 4T L=
2 4 8 o2

L T 2
Zo zadania je zrejmé, ze a1 = 5 as = T teda

Aby existoval sudet nekoneéného geometrického radu, musi byt splnend podmienka

lal <1,
¢ize

T

- <1

3

|z < 2

-2 <z <2

Stucet nekonecného geometrického radu je

T xr

i _ 3 _ 2 _ _*
§= = = 32—z

. Teda rieSime rovnicu

Zo zadania je stucet daného nekonecéného geometrického radu rovny

T 3z —1

2—x 2
20 =3z —1)(2 —x)
20 =6x —2— 322+
372 — 5z +2=0.
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Riesenie tejto kvadratickej rovnice ndjdeme napriklad pomocou diskriminantu, pricom a = 3, b = —5, ¢ = 2.
D=0 —4ac=(-5)2—-4-3-2=25-24=1.

Pre korene dostiavame

5r1_6_,
xm:—bi\/ﬁz5iﬁ:5ilz 6 6
’ 2a 2.3 6 5-1 4 2
6 6 3

Obidva korene spliiaji podmienku —2 < x < 2, teda rieSenim rovnice zo zadania st ¢isla 1, %

Ulohy

6.49. Vypocitajte sucet nekonecného geometrického radu.

a)l+3+s+5+--- b)2+3+3+32+- )i+ g+ + S+

Qr-fri-fro QR+ drdedheo Divdrieiriedeo
6.50. Vyrieste rovnice a uré¢te podmienku, kedy existuje sucet nekoneéného geometrického radu.

a)l—x+m2—x3+-~-=‘/7§- b) 143+ 5+ 35+ =555

Q)l-24 5 -2y = 8 d) 17 427 4+ 47 4 8% 4 ... =2,

6.51. Prvé dva ¢leny nekoneéného geometrického radu st a1 = v/3, ag = ﬁ Urcte jeho sucet.

6.52. Uréte hodnotu sa¢inu x - Va3 - Va3 - Va3 - Va3 ...

6.53. Vyrieste rovnicu z + 322 + 23 +3z* + .- = g

6.54. Vyrieéterovnicu%—i—%—i—%+§+§+%+%+-~-:2x2—%”3+2.
Vysledky
649. a)3. b)6. «¢)3. d)3. e P. )3

6.50. a) x=+2-1, z€(-1,1). b) 2 =6, € (00, —2) U (2, 00).

c)z=—-6,x =4,z € (—o0,—3)U(3,00). d) z=-1,2 € (—0,0).

6.51. 3.
6.52. .
6.53. 1, -2
6.54. 1,2
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V nasledujtcich tlohéch zvolte spravnu odpoved, resp. spravne odpovede.

3 o0
6.1. Rozhodnite, ktoré tvrdenie o postupnosti {n—i—} je pravdivé.
n

n=2
A) Nie je rastica, nie je klesajuca. B) Je rastica a zhora ohranicena.
C) Je rastica a zhora neohranicena. D) Je klesajtca a ohranicena.

6.2. Rozhodnite, ktora z uvedenych postupnosti je aritmeticka.

12 34
A) V2,V5,V8,V11,... B) -, - o0
2'3 4’5
222 2 1 1 3 5
Cc) s, 2,22 ... D) —, ——,—— —— ...
)3’5’7’9’ )17’ 177 17 17

6.3. Turista presiel za prvy den 26 km. Ak zvySuje svoj vykon denne o jeden kilometer, tak za 18 dni prejde
A) 621 km. B) 347 km. C) 633 km. D) 584 km.

6.4. Pre geometrick postupnost plati as — a; = 15 a ag — ag = 60. Uréte stcet sq4.
A) 425. B) 524. C) 254. D) 422.

6.5. MnoZstvo dreva v lese sa odhaduje na 20000 m? a jeho priemerny roény prirastok na 2,5%. Uréte,
za akt dobu sa pévodné mnozstvo dreva, bez fazby, zvysi o 10000 m3.

A) 2 roky. B) 25 rokov. C) 15,7 rokov. D) 16,42 rokov.

Spravne odpovede: D, D, A, A, D.
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V nasledujtcich tlohéch zvolte spravnu odpoved, resp. spravne odpovede.

6.1.

6.2.

6.3.

6.4.

6.5.

Pre aritmetickt postupnost plati s,, = n?. Uréte piaty ¢len postupnosti as.

A) 3. B) 5. C) 9. D) 25.
Pre aritmeticktl postupnost plati a; = 4 a s5 = —10. Uréte diferenciu d.
A) 3. B) -3. C) —2. D) —1.

Pre geometrickt postupnost plati as = 3 a a5 = 81. Uréte sucet ss.

A) 243, B) 121. C) 363. D) 120.

Ak medzi korene kvadratickej rovnice 22 — 11z — 26 = 0 vlozime dve ¢isla, tak vznikne aritmeticka
postupnost. Uréte stucet vloZzenych ¢isel.

A) 11. B) —11. C) 26. D) 24.

V prvy deti dovolenky minie dovolenkar 2 €, kazdy dalsi deii minie dvojnasobok sumy z predchédzaji-
ceho dria. Kolko eur minie za 10 dni dovolenky?

A) 20 €. B) 2046 €. C) 1024 €. D) 200 €.

Spravne odpovede: C, B, B, A B.
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V nasledujtcich tlohéch zvolte spravnu odpoved, resp. spravne odpovede.

o0
n
6.1. Rozhodnite, ktoré tvrdenie o postupnosti { ] } je pravdivé.
n

n=2
A) Nie je rasttica ani klesajica. B) Je klesajtica a zhora ohrani¢ena.
C) Je rastica a zhora neohranicena. D) Je rastuca a ohraniéena.

6.2. Rozhodnite, ktora z uvedenych postupnosti je geometricka.

12314
A) 2,2v/2,4,4V2, ... B) P
21 1 111 1

330750 P) 35250
6.3. Pre aritmetickt postupnost plati s, = @ Urcte treti ¢len postupnosti as.

A) 3. B) -3. C) 0. D) 5.
6.4. Sucet vsetkych dvojcifernych ¢isel delitelnych ¢islom 5 je

A) 500. B) 555. C) 945. D) 955.

6.5. Pre geometrick postupnost plati a; = % a ¢ = 3. Urcte n, ak s,, = 20.
A) 2. B) 4. C) 5. D) 6.

Spravne odpovede: D, A aD, D, C, B.
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V nasledujtcich tlohéch zvolte spravnu odpoved, resp. spravne odpovede.

6.1.

6.2.

6.3.

6.4.

6.5.

Ak medzi korene kvadratickej rovnice 22 —16524800 = 0 vlozime $tyri ¢isla, vznikne rasttica geometricka
postupnost, ktorej kvocient ¢ je

A) 5. B) —5. C) 2. D) 4.
Pre aritmeticki postupnost plati ao = —5 a a7 = 10. Urcte stcet sig.
A) 10. B) 55. C) —55. D) 50.

Pre rastticu geometrickt postupnost plati as + ay = 90 a a; - ag = 81. Prvé tri ¢leny tejto postupnosti
st

A) 3,9,27. B) —27,—9,-3. C) 1,3,9. D) -3,9,—27.
Urcte n-ty ¢len postupnosti 2 § — 3

y p p ) 47 97 167

2n+1 n—+1 9 _ 2n+1

Za prvy mesiac dostane zamestnanec odmenu 10 €, kazdy dalsi mesiac o 15 € viac. Po kolkych mesiacoch
bude jeho odmena 100 €.

A) 7. B) 10. C) 6. D) 5.

Spravne odpovede: C, B, A, B, A.
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Zaoberajme sa vyberom k-clennych skupin prvkov z m-prvkovej mmnoziny, pricom budeme rozlisovat, ¢i
v tychto skupinach

e zdleZi na poradi prvkov (vtedy hovorime o varidcidch a permutaciach),

e nezdleZi na poradi prvkov (v tomto pripade sa jedna o kombinécie).

Okrem toho budeme rozliSovat, ¢i sa vo vybere prvky budia alebo nebudi opakovat.

Varidacia k-tej triedy z n prvkov bez opakovania je kazdéa usporiadand k-tica vytvorend z tychto n prvkov,
pricom sa ziaden prvok v k-tici neopakuje, 0 < k < n.

Teda z mnoziny n prvkov vyberdme k prvkov, pricom zalezi na ich poradi a prvky sa neopakujt.
Oznalenie: V' (k,n)

Pocitame:
n!

V(k,n) = Ok

Symbolom n! (¢itame n faktoridl) oznacujeme faktoridl prirodzeného ¢isla n. Ide o stéin vSetkych kladnych
prirodzenych ¢isel mensich alebo rovnych n. Teda

nl=n-(n—-1)-...-3-2-1.
Plati
0l =1.
Teda
H=1,201=2-1=2,31=3.2.1=6,41=4-3-2.1 =24, -

Priamo z definicie n faktoridlu dostéavame
nl=n-(n—1),
Napriklad 5! =5-4-3-2-1=5-4.

7.1. Uréme pocet varidcit druhej triedy z piatich prvkov bez opakovania.
Pouzijeme vzorec V(k,n) = #!k)!? pricom n = 5, k = 2. Teda
5! 5l 5-4-31

V2O =G =5~ 3

20.

Pocet variacii druhej triedy z piatich prvkov bez opakovania je 20.

7.2. Kolko trojcifernyjch &isel mozeme vytvorit z cifier 2,3,4,7, ak sa cifry nesmi opakovat?

Vytvarame trojice zo Stvorprvkovej mnoziny, pricom zalezi na poradi prvkov a prvky sa nesmi
opakovat. Jedné sa teda o varidcie tretej triedy zo Styroch prvkov bez opakovania. Dosadenim do vzorca
dostavame

4! 4! 24
— = — = — =24.
4-3! 1 1

Z cifier 2,3, 4,7 mozno vytvorit 24 trojcifernych éisel, ak sa cifry nesmi opakovat.

V(3,4) =
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Priklad je mozné vyriesit aj bez pouztia vzorca. Staci si uvedomit, Ze cifru, ktorti pouzijeme na mieste stoviek
vyberdme zo Styroch cifier, teda mame na jej vyber Styri moZnosti. KedZe jednu cifru sme uz pouzili, na
mieste desiatok sa moZe nachddzaf len jedna z troch cifer. Po tomto vybere sme uz pouzili dve cifry zo
Styroch. Teda ostdvaji nepouzité dve cifry, pricom kazda z nich mozeme pouzif na mieste jednotiek. Teda
pocet hladanych ¢isel je

4-3-2=24.

7.3. Na turnaji sa zicastni 10 druZstiev. Kolko roznych umiestneni mozZe byt na prviych troch
miestach?

Kedze zélezi na poradi a prvky sa nesmil opakovat, jedna sa o varidcie tretej triedy z desiatich
prvkov bez opakovania, t. j.

10! 10 10-9-8-7!

T 7!

—_ = 720.
(10— 3) 720

V(3,10) =

Na stupni vitazov moze stat 720 roznych vytazngch trojic.

Vyriesme teraz priklad bez pouzitia vzorca. Na prvom mieste moze skonéit jedno z desiatich druzstiev. Teda
na druhom mieste moéZe skond¢it Tubovolné z deviatich druzstiev. Kedze poradie na prvych dvoch miestach
je uz teraz urcené, na trefom mieste sa moze umiestnit niektoré z 6smych druzstiev. Teda pocet roznych
vytaznych trojic vypocitame ako

10-9-8 = 720.

Variacia k-tej triedy z n prvkov s opakovanim je kazda usporiadand k-tica vytvorena z tychto n prvkov,
pri¢om sa prvky mozu v k-tici Tubovolne opakovat.

Teda z mnoziny n prvkov vyberdme k prvkov, pricom zalezi na ich poradi a prvky sa mozu opakovat.
Oznacenie: V'(k,n)

Pocitame:
V'(k,n) = n".

7.4. Kolko dvojcifernyjch ¢isel mozno vytvorit z cifier 7,8,97
Vytvarame usporiadané dvojice z troch prvkov, pricom sa prvky mézu opakovat. Dosadenim do
vzorca pre vypocet varidcii s opakovanim dostavame

V'(2,3) =32 =09.

Z cifier 7,8,9 je mozné vytvorit devit dvojcifernych ¢isel. Su to tieto ¢isla: 77, 78, 79, 87, 88, 89, 97, 98, 99.

Ak by sme chceli vyriesit priklad bez pouzitia vzorca, sta¢i si uvedomit, Ze na mieste desiatok sa mozZe
nachéadzat lubovoln4 cifra z troch. KedZe sa cifry mozu opakovat, tak aj pre vyber cifry na mieste jednotiek
méame tri moznosti. Teda pocet dvojcifernych ¢isel, ktoré mozno vytvorit z troch roznych cifier vypocitame
ako

3:-3=09.

7.5. Kolko je roznych Sestmiestnych telefonnych éisel? Kolko z nich je takijch, ktoré sa nezacinaji
nulou?

Podet vsetkych Sestmiestnych telefénnych ¢isel uréime ako pocet varidcii Siestej triedy z desiatich
prvkov s opakovanim. Plati
V'(6,10) = 10% = 1 000 000.

Pocet vSetkych Sestmiestnych telefénnych ¢isel je milién.
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Pocet Sestmiestnych ¢isel, ktoré sa zac¢inaji nulou uréime ako pocet varidcii piatej triedy z desiatich prvkov
s opakovanim, kedZe je zndme cislo na zaiatku a menit sa moze len zvySnych pit cisel.

V'(5,10) = 10°.

Rozdiel poctu vsetkych Sestmiestnych ¢éisel a poétu Sestmiestnych ¢isel zadinajucich sa nulou ddva podet
sestmiestnych ¢isel nezacinajacich sa nulou. Teda

V'(6,10) — V'(5,10) = 10 — 10° = 900 000.

Pocet Sestmiestnych ¢isel, ktoré sa nezac¢inaji nulou je 900 000.

Vypoditajme teraz pocet Sestmiestnych ¢isel nezacdinajtcich sa nulou bez pouZitia vzorca. Na prvom mieste sa
moze nachadzat lubovolnd cifra z mnoziny {1, 2, ...,9}. Teda na jej vyber mame devit moznosti. Na druhom
mieste sa uz moze nachadzat lubovolna cifra z desiatich. To isté plati pre cifru, na trefom az Siestom mieste,
kedZe cifry sa mozu opakovat. Teda pocet Sestmiestnych ¢isel nezac¢inajicich sa nulou mozeme vypocitat ako

9-10-10-10-10-10 = 900 000.

7.6. Kolko je pdrnych trojciferngch &isel vytvorenych z cifier 4,7,8,97

Parne ¢isla vytvorené z tychto cifier musia maf na konci ¢islicu 4 alebo 8. To znamend, Ze
vytvarame dvojciferné ¢isla z cifier 4,7,8,9. Pre n = 4, k = 2 plati

V'(2,4) = 4% = 16.

Ak k tymto ¢islam pripiSeme na koniec cifru 4 alebo 8, vznikni tak parne trojciferné cisla, ktoré mozno
vytvorit z danych cifier. Teda ich pocet je 16 - 2 = 32.

St to tieto &isla: 444, 474, 484, 494, 744, 774, 784, 794, 844, 874, 884, 894, 944, 974, 984, 994, 448, 478, 488, 498,
748,778, 788, 798, 848, 878, 888, 898, 948, 978, 988, 998.

7.1. St dané cifry 1, 2, 3, 4, 5, 8. Kolko dvojcifernych, $tvorcifernych a péfcifernych ¢isel z nich mozno
vytvorit, ak sa cifry nesmu opakovat?

7.2. Kolko je parnych prirodzenych ¢&isel, v zdpise ktorych sa vyskytuju iba cifry 2, 5, 6, 7 a to najviac
jedenkrat?

7.3. Kolko je stvorcifernych ¢isel s roznymi ciframi, ktoré mozete zostavit z cifier 1, 2, 3, 5, 7, 97 Kolko
z nich je delitelnych ¢islom 57 Kolko z nich je neparnych?

7.4. Kolko prirodzenych ¢&isel vicsich ako 500 moZno napisat pomocou éislic 1, 3, 4, 5, 7, ak sa ziadna
¢islica neopakuje?

7.5. Kolko je vSetkych stvorcifernych prirodzenych éisel?

7.6. Kolko je pétcifernych ¢isel, ktoré obsahuju len ¢islice 1, 37

7.7. Kolko pétcifernych ¢isel mozno vytvorit z cifier 1, 2, 4, 77

7.8. Kolko prirodzenych ¢isel mensich ako 300 mozno vytvorit z cifier 1, 2, 4, 5, 77

7.9. Kolko $tvormiestnych ¢iselnych kédov mozno vytvorit, ak kéd nesmie zaZzinat nulou? Kolko ich bude v
pripade, ak mé kdd zacinat parnym c¢islom?

7.10. Kolko je prvkov, ak pocet varidcii bez opakovania tretej triedy z tychto prvkov je Styridsatdvakrat mensi
ako pocet variacii piatej triedy bez opakovania z tych istych prvkov?

7.11. VyrieSte rovnicu V(2,n) = 132.
7.12. Ak sa zmensi pocet prvkov o 27, zmensi sa pocet varidcii druhej triedy bez opakovania vytvorenych

z tychto prvkov 10-krat. Aky je pévodny pocet prvkov?
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7.13. Z kolkych prvkov moZno utvorit 343 variécii tretej triedy s opakovanim?
7.14. Kolko roznych signilov mozno vytvorit pouzitim jedného az troch znakov Morseovej abecedy?
7.15. Vyrieste rovnicu V'(4,n) —4V’(2,n) = 1152.

.....

7.16. Ak sa pocet prvkov zvidsi o 2, zvacsi sa pocet variacii s opakovanim druhej triedy o 16. Aky je povodny
pocet prvkov?

7.17. Kolko je prvkov, ak je polet variicii s opakovanim 2. triedy z tychto prvkov stokrat mensi ako pocet
variacii s opakovanim 4. triedy z tych istych prvkov?

7.1. 30,360, 720. 7.2. 32. 7.3. 360,60, 300. 7.4. 264.
7.5.9000. 7.6. 32. 7.7. 1024. 7.8. 80.
7.9. 9000, 5000. 7.10. 10. 7.11. 12. 7.12.  40.
7.13. T 7.14. 14. 7.15. 6. 7.16. 3.
7.17.  10.

Permutdcia n prvkov bez opakovania je kazda usporiadand n-tica prvkov vytvorené z n prvkovej mnoziny,
pricom sa ziaden prvok v n-tici neopakuje. Ide teda o varidciu n-tej triedy z n prvkov bez opakovania.
Teda z mnoziny n prvkov vyberame n prvkov, zalezi na ich poradi a prvky sa neopakuju.
Oznadenie:  P(n)
Pocitame:

n! n!

P(n):V(n,n):m:a:n!:n-(n—l)-...-3-2-1.

7.7. Kolkymi sposobmi mozeme vedla seba uloZit sedem roznych knih?

Maéme ulozif sedem roznych knih, to zndmend, Ze zalezi na poradi, ide teda o permutécie, kde
n = 7. Dosadenim do vzorca dostavame
P(7) = 7! = 5040.

Sedem réznych knih mozeme vedla seba ulozit 5040 réznymi spésobmi.

7.8. Kolkymi sposobmi mozZeme usadit za stol pdt hosti, z ktorych dvaja si manZelia a cheu sediet
vedla seba?

To, ze z piatich hosti st dvaja manzelia, ktori chcti sedief vedla seba znamend, ze tiito manzelska
dvojicu mozeme povazovat za jeden prvok. Mame teda celkovo Styri prvky, ktoré vieme usadit

P(4) = 4! = 24 sposobmi.
V kazdom z tychto 24 rozsadeni mozno este manzelski dvojicu usadit
P(2) = 2! = 2 spdsobmi.

Teda celkovy pocet réznych rozsadeni je
24 -2 =148.

Pit hosti, z ktorych dvaja st manzelia a chet sediet vedla seba, je mozné usadit 48 spoésobmi.
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7.9. Kolko je 9-cifernyjch prirodzenijch cisel, ktoré maju vietky cifry navzdjom rézne a nula sa tam
nenachddza?

Pocet cifier roznych od nuly je 9. Pocéitame teda permutacie 9 prvkov bez opakovania.
P(9) = 9! = 362 880.

Pocet 9-cifernych prirodzenych ¢isel neobsahujicich nulu, pricom sa cifry neopakuja, je 362 880.

Permutdcia n prvkov s opakovanim je kazdé usporiadanie ny 4+ ns + -+ + ng = n prvkov, kde n je pocet
prvkov uvazovanej mnoziny, v ktorej je n; prvkov prvého druhu, ns prvkov je druhého druhu, ...a nj prvkov
je k-teho druhu, priéom sa prvky moézu v n-tici lubovolne opakovat.

. y
Oznacenie: P, .. . (n)

Pocitame:
n!

Tl engl L ong!

7.10. Kolko roznych permutdcii mozeme vytvorit zo slova MATEMATIKA?
Slovo MATEMATIKA sa skladd z desiatich pismen, z toho sa niektoré opakuju. Teda n = 10,
npy=2,na=3,nr=2,ng=1nr =1, nxg = 1. Dosadenim do vzorca dostavame

10! 3628800
/ —_— —
23240100 = grgror i T gee o o 20

Zo slova MATEMATIKA moézeme vytvorit 151 200 permutécii.

7.11. Kolkymi moznymi spdosobmi moZeme do chladnicky vedla seba uloZit tri malinovky, Styri
minerdlky a dva dzZisy?

Mame prvky troch druhov, prvého druhu ,malinovka“ st 3 prvky, druhého druhu ,mineralka“ 4
prvky a tretieho druhu ,,dzas“ 2 prvky. Tedan =9, ny = 3, ny =4, nzg = 2.
9! 9.-8-7-6-5-4!
/ _ _
B =502 = 3224

= 1260.

Dané napoje je mozné ulozit 1260 spésobmi.

7.12. Kolko roznych, aj nezmyselnych, pitpismenovijch slov mozeme vytvorit z pismen A, A, A,
M, M?

Mame péf pismen, z toho tri A a dve M. Teda n =5, nyr = 2, na = 3.

5! 5.4.31

/ _
Pas®) =551 = 5 — 10

Z danych pismen mozno vytvorit desat roznych, aj nezmyselnych, patpismenovych slov.

7.18. Kolkymi spdsobmi mozno vedla seba uloZit 5 roznych knih?

7.19. Kolkymi sposobmi mozno rozdelit 4 Gcastnikov findle v behu na 100 m do 4 drah?
7.20. Kolkymi sposobmi mozno posadit do jedného radu 8 réznych okrasnych krikov?
7.21. Kolkymi sposobmi moze predajca vystavit 7 roznych dut istej znacky?

7.22. Kolko trojcifernych prirodzenych ¢isel mozno vytvorit z cifier 4, 5, 67

7.23. 7 kolkych prvkov mozno vytvorit 40320 permutécii?
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7.24.
7.25.
7.26.
7.27.
7.28.
7.29.
7.30.

7.31.
7.32.
7.33.

7.34.

7.35.
7.36.

7.18.
7.22.
7.26.
7.30.
7.34.

..........

Vyrieste rovnicu P(n + 1) — 4P(n) = 0.

Upravte P(n + 2) — 2P(n).

Vyrieste rovnicu P(n +2) —3P(n+ 1) —8P(n) = 0.

Kolko roéznych, aj nezmyselngch, slov sa da vytvorif zo slova KASKADER?
Kolko roznych, aj nezmyselnych, slov mozno vytvorit z pismen E, E, K, K?

Kolkymi sposobmi moézno ulozif dva rovnaké biele svetre, dva rovnaké cervené svetre a jeden modry
sveter?

Kolkymi sposobmi moZno navliect na nit 5 ¢ervenych, 7 bielych a 4 zelené korédlky?
Kolkymi sposobmi mozno ulozit 3 rovnaké u¢ebnice matematiky a 6 rovnakych ucebnic fyziky?

Kolko réznych osempismenovych slov, aj nezmyselnych, mozno vytvorit z troch pismen A, troch pismen
B a dvoch pismen C?

V predajni adut je potrebné rozostavit vedla seba 3 Mercedesy, 2 BMV a 2 autd znacky Volvo. Kolko
roznych sposobov rozostavenia moze vzniknut? Kolko ich je, ak autd rovnakej znacky stoja vedla seba?

Upravte P2’73(5) — P1/,4(5)~
Vyrieste rovnicu 2* - Pf 5 3(6) — - Py 3(5) — 10 = 0.

120. 7.19. 24 7.20.  40320. 7.21. 5040.
6. 7.23. 8. 7.24. 2. 7.25. 3.
n(n + 3)n!. 7.27. 3. 7.28.  10080. 7.29. 6.

30. 7.31.  1441440. 7.32. 84. 7.33. 560.

210, 6. 7.35. 5. 7.36. 3,—3.

Kombindcia k-tej triedy z n prvkov bez opakovania je kazda k-prvkovd podmnozina z n prvkovej mnoziny,
pricom sa ziaden prvok v k-tici neopakuje, 0 < k < n.

Teda z mnoziny n prvkov vyberame k prvkov, pricom nezalezi na ich poradi a prvky sa neopakuju.
Oznalenie: C(k,n)

Pocitame:

kde

o = () - i

n
( k) je kombinac¢né ¢islo. Tento zapis ¢itame n nad k.

Zikladné vlastnosti kombinacnych cisel. Pre vsetky prirodzené ¢isla n, k, 0 < k < n, plati:

()
()
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n n n+1
° —+ = .
k k+1 kE+1
Pascalov trojuholnik je schéma kombinacnych ¢isel. Z vlastnosti kombinacnych cisel dostavame, ze krajné
éisla st 1 a kazdé dalsie ¢islo v schéme sa rovné stctu dvoch éisel nachédzajicich sa bezprostredne nad nim.

S HOOOOOE e e

7.13. Kolkymi priamkami méZeme spojit 15 bodov, ak Ziadne tri body neleZia na jednej priamke?

Priamka je jednozna¢ne ur¢end dvoma bodmi. KedZe nezalezi na poradi bodov, ktorymi je priamka
urcend, jedné sa o kombinécie. Teda k = 2, n = 15. Dosadenim do vzorca dostavame

= 105.

15 15! 15! 15-14-13!  15-7-2
ces) = () = - -

2 15—2)0.2  13l-21  13.2-1 2
Pétnastimi bodmi, z ktorych Ziadne tri body nelezia na jednej priamke, mozno prelozit 105 priamok.

7.14. Na kruznici je danngch 10 bodov. Kolko je tetiv uréenych tymito bodmi? Kolko je trojuhol-
nikov s vrcholmi v tychto bodoch?

Tetiva je urcend 2 bodmi, teda k = 2, n = 10. Potom

10 10! 10! 10-9-8! 5.2-9
C(2,10) = = = = = = 45.
(2,10) <2) (10—-2)t.21 82! 8!-2 2
Danymi bodmi je uréenych 45 tetiv.
Trojuholnik je urceny 3 bodmi, to znamena k = 3, n = 10,
10 10! 10! 10-9-8-7 10-3-3-4-2
C(3,10) = = = = = = 120.
(3,10) (3) (10-3)r-3t  71.3! 7n-3-2-1 3-2

Danymi bodmi je uréenych 120 trojuholnikov.

7.15. Uréme vetky prirodzené éisla n, pre ktoré plati C(2,n) = 66.
Dosadenim do vzorca dostavame

n)_ n! n-(n—1)-(n—2)! n(n—l).

2) " (m—2)-20 2(n — 2)! T2

66 = C(2,n) = (
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Teda
n(n—1) =132
n?—n—-132=0
(n—12)(n+11) = 0.

Riesenim tejto kvadratickej rovnice st ¢isla n; = 12, ng = —11. Ked%e kombinac¢né éisla st definované len
pre nezaporné celé Cisla, rieSeniu prikladu vyhovuje len ¢islo 12.

Kombindcia k-tej triedy z n prvkov s opakovanim je kazda k-prvkovd podmnozina z n prvkovej mnoziny,
pri¢om sa prvky mozu v k-tici lubovolne opakovat.

Teda z mnoziny n prvkov vyberame k prvkov, pri¢om nezalezi na ich poradi a prvky sa mézu opakovat.
Oznalenie:  C'(k,n)

Pocitame:

' (k,n) = (”*Z‘l).

7.16. V predajni st tri druhy cokoldd. Kolkymi sposobmi mozeme kipit Sest cokoldd?

Maéame kupit Sest ¢okoldd a k dispozicii st tri druhy, pri kiipe nezélezi na poradi, v akom ich
vyberieme a je zrejmé, Ze jednotlivé druhy sa budu opakovaf. Podet moznosti vyberu uréime ako podet
kombinacii Siestej triedy z troch prvkov. Teda n = 3, k = 6.

C'(6,3) = (6+2_1> - (g) = 28.

Je 28 sposobov ako kupit Sest éokoldd, ak st k dispozicii tri rdzne druhy.

7.17. V ponuke je desat druhov pohladnic. Kolkymi sposobmi moZeme kupit 8 pohladnic? Kolko
moznosti mdme na kipu 8 réoznych pohladnic?

V pripade 8 Tubovolnych pohladnic ide o kombinéacie s opakovanim. Pre n = 10, k = 8 plati

1 -1 1
C'(8,10) = ( 0+88 ) = (87) = 24310.

Osem IubovoInych pohladnic je mozné kupit 24310 sposobmi.

Pri vybere 8 roznych pohladnic sa jednd o kombinécie bez opakovania, teda
10
C(8,10) = <8> = 45.

Osem rdznych pohladnic je mozné kupit 45 sposobmi.

7.18. Kolko prvkov potrebujeme ma vytvorenie 15 kombindcii druhej triedy s opakovanim?

Pouzijeme vzorec na vypocet kombinéacii s opakovanim.

C'(2,n) = <n+§—1> _ <n;r1> - (1) _(t+-n-(n-1! _ (n+Dn

Zo zadania C'(2,n) = 15, teda

n—1) 2! 2(n —1)! 2

(n+1)n:15
2
n™ +n =30

n24+n—-30=0
(n—=5)(n+6)=0.

Riesenim tejto kvadratickej rovnice st éisla ny = —6 a ny = 5. KedZe podet prvkov nemdze byt zéporny,
rieSeniu vyhovuje iba n = 5.
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Binomickd veta hovori o umocnovani dvojc¢lena na prirodzenit mocninu.

Nech a, b st realne c¢isla a nech n je prirodzené ¢islo. Potom plati

n_n.n n_n—ll n.n—2.2 n a1 n.n
(a+0b) —(0> a +<1) a b+(2) a b* + +(n1> a-b +<n) b".

Je zrejmé, ze

e koeficienty binomického rozvoja su ¢isla v jednom riadku Pascalovho trojuholnika pre dané n,
e binomicky rozvoj mé n + 1 séitancov,

e pre k-ty ¢len Ay binomického rozvoja plati

_ n C on—k4+1 k-1
Ak_(kl) a pFt,

Priklady binomickej vety pre n = 2,3,4,5.

(a4 ) = a® +2ab+b?
( )3 = a® 4 3a%b + 3ab® £ b3
(a £ b)* = a* £4a3b + 6a%b* £ 4ab® + b*
(a£b)° =a® £ 5a*b + 10a®b* £ 10a*b® + 5ab* + b°
7.19. Ur¢me treti ¢len binomického rozvoja virazu (4 + 3)7.
Pre n =7, k = 3 plati

7 7
Az = (3 - 1) (4a)T3H g3 = <2> 4% 2% . 32 = 193536 - 2.

7.20. Zistime, ktory clen binomického rozvoja vyrazu (3x* + %)10, pre x # 0, obsahuje z°.
Hladdme k, ak n = 10. Teda

(10 sl0-k+1 (1 kil_ 10 11—k 4(11-k) , —(k—1)
e e (- ()

= <k10 1) 3=k pAd—dk—ktl (kl() 1) CBHR L 4575k — koeficient® - x°.

Porovnim exponentov dostaneme rovnicu

45 -5k =5
40 = 5k
k=8.

To znamena, e 6smy ¢len daného binomického rozvoja obsahuje z°.

9 9
7.21. Uréme x tak, aby piaty clen binomického rozvoja < — ﬁ) bol rovny 504.
x

Pre k-ty ¢len binomického rozvoja plati

n
A _ A n—k+1 . kfl.
k (k . 1) a b
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Ak n =9, k =5, tak dostavame

Ay = (5 ? 1) : (2>9_5+1 (=va)T = (Z) : <2>5 (=1t 22t = 12632 270 - 2% = 4032 - 273,

T x

Zo zadania je A5 = 504, teda

7.37.
7.38.

7.39.

7.40.
7.41.

7.42.

7.43.
7.44.
7.45.

7.46.

7.47.
7.48.
7.49.
7.50.
7.51.
7.52.
7.53.

7.54.
7.55.

504 = 4032 - 73

504 _ 8
4032
1 -3
g =T
273 =473
r = 2.

Kolko uhloprieéok je v konvexnom 10-uholniku?

V triede je 18 dievéat a 15 chlapcov. Kolko roéznych sttaznych skupin mozno vytvorif, ak sa maja
skladat z dvoch dievéat a troch chlapcov?

Tiket obsahuje ¢isla 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Kolko je vSetkych moznosti oznacenia tiketu, ak je
potrebné oznadit 4 disla?

Z kolkych prvkov mozno utvorit 990 kombinécii druhej triedy bez opakovania?

z tychto prvkov o 30. Aky je pévodny pocet prvkov?

Kolkymi sposobmi mozno zo skupiny 20 dievéat a 10 chlapcov vybrat trojicu, v ktorej st dve dievéata
a jeden chlapec?

Kolkymi priamkami mozno spojit 18 bodov, ked préve tri z nich lezia na jednej priamke?
Kolko pétélennych druzstiev mozno vytvorit zo 17 $portovcov?

V zasielke 10 vyrobkov st dva vyrobky poskodené. Kolkymi spésobmi mozno vybrat 4 vyrobky tak, aby
ziaden nebol chybny? Kolko je ich v pripade, ak mé byt chybny préve jeden vyrobok? Kolko je sposobov
vyberu, ak moze byt chybny najviac jeden vyrobok?

s ()4 () - ()

Obchod mé v ponuke 5 druhov jogurtov. Kolkymi spésobmi mozete kipif 12 jogurtov?
Kolko je kombinécii tretej triedy s opakovanim z 12 prvkov?

Kolko réznych stcinov dvoch éinitelov mozno utvorit z ¢isel 2 a 57

Kolko roznych stéinov dvoch éinitelov mozno utvorif z éisel 2, 3, 77

Kolko roznych stéinov troch éinitelov mozno utvorit z &isel 3 a 77

Kolko roznych stéinov troch ¢initelov mozno utvorit z &isel 2, 3, 5, 77

druhej triedy z n prvkov. Aky je pocet prvkov?

Z kolkych prvkov mozno utvorit 55 kombinécii druhej triedy s opakovanim?

..........

z tychto prvkov o 21. Aky je povodny pocet prvkov?
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7.56. Vyrieste rovnicu C'(k+1,4) —2-C’'(k,4) = 0.
7.57. Ktory ¢len binomického rozvoja vyrazu (4 — \/@)5, x > 0, obsahuje 2%?

7.58. Ktory ¢len binomického rozvoja vyrazu (m?’ + %)8, x # 0, neobsahuje z?

3 ﬁ)lQ.

7.59. Najdite stvrty ¢len binomického rozvoja vyrazu (595 =

7.60. Ktory clen binomického rozvoja vyrazu (233 — ;—3)7, x # 0, obsahuje 23?7
7.61. Pre aké x sa treti ¢len binomického rozvoja (x — \/5)7 rovnéa Cislu —427
7.62. Pre ktoré ¢isla = plati rovnica 12C(1,x) + C(2,z + 4) = 1627

7.63. Pre ktoré ¢isla x plati rovnica 3C(2,z + 1) — 2V (2,2) = a7

7.64. Pre ktoré ¢isla = plati nerovnica 5C(3,x) < C(4,x + 2)?

7.65. Vyrieste rovnicu (a: + 2) + (m + 3) — 64.
x

rx+1
7.66. Vyrieste rovnicu (i i il))) -2 <;C i_ f) + (x f 2) =3.
Vysledky
7.38.  35. 7.39. 69615. 7.40.  126. 7.41. 45.
7.42. 6. 7.43.  1900. 7.44. 151. 7.45. 6188.
7.46. 70, 112, 182. 7.47. 0. 7.48.  1820. 7.49. 364.
7.50. 3. 7.51. 6. 7.52. 4. 7.53.  20.
7.54. 6. 7.55. 10. 7.56. 5. 7.57. 2.
7.58. Piaty clen. 7.59. Siedmy clen. 7.60. —4400004/2. 7.61.  Druhy c¢len.
7.62. -1 7.63. 8. 7.64. 5. 7.65. {15,16,17,---}.
7.66. 6. 7.67. 2.
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7.4

7.4.1

Testy

Test 1

V nasledujtcich tlohéach zvolte spravnu odpoved, resp. spravne odpovede.

7.2.

7.3.

7.4.

7.5.

druhej triedy z n prvkov. Urcte n.
A)T. B) 5. C) 10. D) 15.

V kolkych bodoch sa méZe maximalne pretinat 9 priamok, z ktorych 4 st navzidjom rovnobezné?

A) 36. B) 30. C) 6. D) 10.

Kolkymi sposobmi moéZzeme v aleji zasadit Styri rozne okrasné stromy, ak mame k dispozicii pét druhov
stromov?

A) 20. B) 30. C) 24. D) 120.

Kolko je parnych prirodzenych ¢isel, v ktorych zapise sa vyskytuju iba cifry 2, 3, 4, 5, a to kazda
najviac raz?

A) 32. B) 24. C) 12. D) 30.

Pocet vSetkych moznych tanec¢nych parov z 10 chlapcov a 8 dievcat je:
A) 18. B) 1260. C) 80. D) 8.

Spravne odpovede: A, B, D, A, C.
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V nasledujtcich tlohéch zvolte spravnu odpoved, resp. spravne odpovede.

7.2.

7.3.

7.4.

7.5.

neopakuje?
A) 4l B) 36. C) 16. D) 64.

Kolkymi spésobmi mozno vybraf Styroch Ziakov z osemnéstich, ak nezdlez{ na poradi, v akom ich
vyberame?

A) 18l B) 3060. C) 73440. D) 72.
Z kolkych prvkov mozno vytvorit 600 varidcii druhej triedy bez opakovania?

A) 10. B) 20. C) 25. D) 300.
Kolko uhlopriedok mé Sestuholnik?

A) 10. B) 9. C) 12. D) 6.
Usporiadajte ¢isla V/(3,5), V(3,5) a C(3,5).

A) V(3,5) <V'(3,5) < C(3,5). B) C(3,5) =V (3,5) = V'(3,5).
C) C(3,5) < V'(3,5) < V(3,5). D) C(3,5) < V(3,5) < V'(3,5).

Spravne odpovede: B, B, C, B, D.
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7.4.3 Test 3

V nasledujtcich tlohéach zvolte spravnu odpoved, resp. spravne odpovede.

7.1. V kolkych bodoch sa pretne 6 priamok v rovine, ak kazdé dve sa pretinaji v inom bode?
A) 10. B) 15. C) 12. D) 24.

7.2. Riesenim rovnice (21’!)2 + 3 -z! — 7 =0 je mnozina
A) {0,1}. B) {1}. C) {-1,1}. D) {1!}.

7.3. Kolko uhloprie¢ok mé konvexny desatuholnik?
A) 10. B) 35. C) 20. D) 45.

7.4. Kolko je $tvorcifernych prirodzenych éisel, ktoré maji vsetky cifry rozne?
A) 10% B) 9000. C) 40. D) 4536.

7.5. Pocet variacii bez opakovania druhej triedy z n prvkov je 210. Urcte pocet prvkov.
A) 10. B) 35. C) 105. D) 15.

Spravne odpovede: B, B a D, B, D, D.
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V nasledujtcich tlohéch zvolte spravnu odpoved, resp. spravne odpovede.

7.1.

7.2.

7.3.

7.4.

7.5.

Prostredny ¢len binomického rozvoja (x — %)6 je

A) 20. B) —20. C) 6. D) 10.
Usporiadajte éisla V'(2,6), V(2,6) a C(2,6).

A) V(2,6) < V'(2,6) < C(2,6). B) C(2,6) < V(2,6) < V'(2,6).
C) C(2,6) < V'(2,6) < V(2,6). D) C(2,6) =V(2,6) < V'(2,6).

Z kolkych prvkov je mozné utvorit 20-krat menej usporiadanych dvojic ako Stvoric, ak sa ziadny prvok
neopakuje?

A) 14. B) 7. C) 10. D) 12.

Osem priatelov si sltbilo, ze z dovolenky napiSe kazdy kazdému SMS. Kolko SMS medzi sebou rozoslali?
A) 28. B) 56. C) 8. D) 64.

Na ihrisku je 10 deti a 6 rodi¢ov. Kolko réznych dvojic rodi¢-dieta je mozné vytvorit?
A) 16. B) 10. C) 60. D) 6.

Spravne odpovede: B, B, B, B, C.

152



Pravouhld kartezidnska suradnicovd sustava v rovine je tvorend dvoma navzajom kolmymi priamkami, ktoré
nazyvame suradnicové ost a oznacujeme ich x a y. Ich prieseénik nazyvame zaciatok stradnicovej ststavy
a oznacujeme ho O. Po zvoleni kladnej orientécie priamok a zvoleni jednotky dlzky na stradnicovych osiach
z a y mozno kazdému bodu P roviny jednozna¢ne priradit usporiadant dvojicu redlnych éisel

P= [P1>p2]7

kde p1 a ps sa nazyvaja kartezidnske stiradnice bodu P. Stradnica p; je orientovand vzdialenost bodu P
od stiradnicovej osi y a sturadnica ps je orientované vzdialenost bodu P od stradnicovej osi . Pozri Obr.

Y

P =
Polocm o . [plzp?}
0] b1 T

Obr. 8.1: Pravouhla kartezidanska suradnicova ststava v rovine.

Pravouhla kartezianska stiradnicova ststava v rovine je teda jednoznacné zobrazenie, ktoré zobrazuje rovinu
na mnozinu vsetkych usporiadanych dvojic redlnych cisel.

Y

2 .A = [a17a2]

J e
B =1[b1,b2] q; — b, !

o] by ay T

Obr. 8.2: Vzdialenost dvoch bodov.

Vzdialenost dvoch bodov A = [ay,as] a B = [by, bo] je dand vztahom

|AB| = \/(al — b1)2 + (ag — b2)2.

Tento vztah sa d4 jednoducho odvodit pomocou Pytagorovej vety, pozri Obr.

Vlastnosti vzdialenosti dvoch bodov:

e vlastnost nezdpornosti
Pre kazdé dva body A, B plati
t.j. A= B.

AB| > 0, pricom |AB| = 0 prave vtedy, ked body A a B st totozné,

e vlastnost symetrie
Pre kazdé dva body A, B plati
vzdialenost bodu B od bodu A.

AB| = |BA|, teda vzdialenost bodu A od bodu B je také istd ako
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e trojuholnikovéd nerovnost
Pre kazdé tri body A, B, C plati
|AB| + |BC| > |AC]|,

pri¢om rovnost nastane iba vtedy, ked bod B lezi na tsecke AC.

Dvoma réznymi bodmi A = [a1,az] a B = [by, by] je jednoznacéne uréend tsecka AB. Dizka tsecky AB je
uréend vzdialenostou jej koncovych bodov. Stred tiseéky AB je dany stradnicami

a1+b1 a2+b2]

SAB|: 9 ) 9

Usecku AB mozno orientovaf, teda uréif jej zaciatoény bod a koncovy bod. Orientovana tsecka je jednym

umiestnenim vektora ¥ = AB = B— A. Poznamenajme, Ze dve rozne orientované usecky, ktoré maja rovnaka

dlzku, smer aj orientéciu, predstavuji ten isty vektor. Ide teda o dve rozne umiestnenia toho istého vektora.
8.1. Vypocitagme dlizku usecky AB a ndjdime jej stred, ak A = [—2,7], B = [2, —4].

Dlzku tsecky AB vypoéitame dosadenim do vzorca

|AB| = /(a1 — b1)2 + (ag — by)2 = \/(72 —2)2 4+ (7—(—4))* = /(42 + 112 = V16 + 121 = V137.

Stred tsecky AB ma sturadnice

S - a1+b1 a2+b2 - 242 7-4 - 0§
AB= 1T Ty | T2 Ty T | e

Nech vektor ¥ = (v1,v2) v rovine je uréeny bodmi A = [a1,as] a B = [by, ba], pricom A je zafiato¢ny bod
a B je koncovy bod vektora. Potom

o suradnice vektora U ... U= (vy,v3) = zﬁ =B —-A=(b; —ai,bs — as),

o velkost (norma, dizka) vektora ¢ ... |§] = |E| =/} +v3 = /(b1 —a1)? + (b2 — a2)?.
Velkost vektora je teda vzdialenost jeho zadiato¢ného a koncového bodu.

Nulovyj vektor, oznaéme ho 7, je vektor, ktorého dizka je nula. Plati, ze vSetky jeho stradnice st rovné nule,
t.j. 6 = (0,0). Jednotkovy vektor je kazdy vektor, ktorého dlzka je rovna 1. Polohovy vektor bodu A je vektor
A — O, kde O je pociatok sturadnicovej sustavy. Opacny vektor k vektoru a je vektor —d.

8.2. Nech P = [-2,2] je zadiatoényg a Q = [4,—1] koncovy bod vektora U. Zakreslime dany vektor
do suradnicového systému, zapisme jeho siradnice, uréme jeho velkost a ndjdime k nemu opacny vektor.

Dany vektor je zndzorneny na Obr.

e IS

Q = [47 _1]

Obr. 8.3: Vektor v = }%

Stradnice vektora ¥ su

F=PO=Q—P=(q—p1.g2—p2) = (4— (~2), -1 — 2) = (6,—3),
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velkost vektora 7 je

5] = /v + 13 = /62 + (—3)2 = V36 + 9 = V45 = 3V/5.
Vektor opaény k vektoru ¢ je vektor w, pre ktorého suradnice plati

@ =7 = (—6,3).

Operdcie s vektormi. Nech @ = (uy,us) a U = (v, v2) st vektory v rovine.
e Vektory @ a ¥ sa rovnaju prave vtedy, ked u; = vy a uy = vs.
e Sucet vektorov U a U je vektor @ + ¥/, priCom plati

U4 U= (u,uz) + (v1,v2) = (u1 + v1, ug + v3).

Rozdiel vektorov u a v, v danom poradi, je vektor @ — ¥, pricom plati

U—170= (ul,u2) — (’Ul,’Ug) = (u1 — V1,U2 — ’UQ).

Ndsobok vektora U a redlneho ¢isla k je vektor ki, priCom

ki = (kul, k’LLQ),

Skaldrny sicin vektorov @ a U, oznacujeme ho @ - ¥, je ¢islo (skalar), pre ktoré plati

-0 =|d-|7 - cosa,
kde « je uhol vektorov , v.

Pomocou stradnic mozno pre skaldrny sucin pisat
-
- U= (up,uz) - (v1,v2) = uy - v1 + Uz - va.

Priamo z definicie skaldrneho stéinu dostdvame vztah pre whol (odchyjlku) vektorov @ a @

- -

u-vo U1 - V1 + U2 - V2
@ - 1] ud+ud e JoR R
Teda skalarny stéin vektorov @ a ¥ je rovny nule, t. j. @-¥ = 0, prave vtedy, ked aspoii jeden z vektorov
i, U je nulovy alebo vektory @ a ¢’ si kolmé. Ak plati 4-¢' > 0, tak uhol vektorov u, ¥ je ostry. V pripade,
ak @ - ¥ < 0, tak ich uhol je tupy.
8.3. Su dané vektory u = (3,—2), ¥ = (4,5). Vypocitajme
a) 4—7. b) —50. c) 24 + 30. d) 4-7.

cosx =

—

a) i—7=(3,-2)—(4,5)=(3-4,-2-5) = (—1,-7).

b) —50 = —5(4,5) = (—20,—25).

c) 2ii + 37 = 2(3,—2) + 3(4,5) = (6, —4) + (12,15) = (6 + 12, —4 + 15) = (18, 11).
d) @-7=(3,-2) (4,5)=3-44(-2)-5=12-10=2.

8.4. Vypocitajme uhol vektorov @ = (2,1), b= (3, —1).
Pre kosinus uhla a vektorov d, b plati

a-b ay by +ag-by 2.34+1-(—1) 6—1 5

cos . = = = = = =
d - o] Vai+ad- B2 +0E V2212324 (-1)2 V5-v10 V5-v5-2
_ 5 5 1 W2
VE-VE-V2 52 V2 20
7T
Teda o = —.
eda « 4
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Pozndmka 8.1. Ak uvazujeme vektory @ = (uy,us,us) a v = (v1, va, v3) v priestore, tak analogicky definujeme

dlku vektora ... i = J/u? +ud +u3

sucet vektorov ... U+ U= (uy,us,u3)+ (v1,v2,v3) = (ur + v1, ug + v, us + v3),
rozdiel vektorov ... U — U= (uy,uz,u3) — (v1,v2,v3) = (U1 — v1, Uug — V2, u3 — V3),
ndsobok vektora s ¢islom ... ki = (kuy,kus, kug),

skaldrny sucin vektorov ... U-U= (uj,us,us)- (v1,v2,v3) = uq -+ v1 + Uz - V2 + Uz - V3.

Okrem toho mozeme definovat vektorovy staéin dvoch a zmieSany siaéin troch vektorov.

Vektorovy sucin vektorov 4 a v, v .danom poradi, je vektor w, ktory oznacujeme @ X ¥/, pricom

1.

|@W] = |u x 0] = |d] - |¥] - sin a.
Poznamenajme, Ze geometricky je dlzka vektorového sicinu rovné velkosti obsahu rovnobeznika vy-
tvoreného tymito vektormi.

Vektor w je kolmy na oba vektory @ a o,

- = —

Vektor w je orientovany tak, ze vektory u, v a @ x U tvoria pravotocivi sustavu vektorov.

Pomocou stradnic mozno vektorovy suéin zapisat v tvare

U X U= (uy,uz,us) X (v1,v2,v3) = (Ug¥3 — UZV2, U3V — UIV3, ULV — UV1).

Zmiesany sucin vektorov i, ¥ a w je ¢islo @ - (U x w). Poznamenajme, Ze geometricky je absolitna hodnota
zmieSaného stiéinu rovna objemu rovnobeZnostena, ktorého tri réoznobezné hrany st urcené vektormi u, v,

—

w.

8.1.

8.2.

8.3.

8.4.

8.5.

8.6.

8.7.

8.8.

Vypocitajte vzdialenost bodov A = [3,5] a B = [2, 2] a zapiSte stiradnice stredu tisecky uréenej tymito
bodmi.

St dané body A = [-2,4] a B = [1,0]. Uréte stradnice stredu tisecky uréenej tymito bodmi a jej dizku.
St dané body C = [2,—3,4] a D = [0, 7, 2]. Zapiste stiradnice stredu tisecky a vypoéitajte jej dizku.

Urcte druhy koncovy bod tsecky, ak jeden jej koncovy bod méa stradnice [5,2] a jej stred mé stradnice
[4,7]. Vypocitajte velkost danej usecky.

Na osi z ndjdite taky bod, ktory mé od bodu A = [-7, 4] vzdialenost 5.
Na osi y najdite taky bod, ktory ma od bodu B = [5, 7] vzdialenost 13.

Najdite stradnice vektora ¥ a uréte jeho velkost, ak

a) jeho zaiatoény bod m4 stradnice [0, 5] a jeho koncovy bod mé stradnice [2, —2].
b) jeho zaciatoény bod je [—2,4] a jeho koncovy bod mé stradnice [3,7].

c) jeho zadiatoény bod je [2,3,4] a jeho koncovy bod ma stradnice [1,2, 3].
d)7=a+ba=(-3,2) ab=(23).

Najdite stradnice vektora ¢ a uréte jeho velkost, ak
a) ¥ = 2@ — 2b, pricom @ = (1,6) a b = (2, —3).

b) vektor ¥ je opa¢ny k vektoru —3a + b, prifom @ = (2,5) a b= (1,1).
c) vektor ¥ je kolmy na vektor 3d, kde @ = (—2, —5).

d) vektor ¥ je kolmy na vektor 5a + 35, pricom @ = (—3,0) a b= (4,2).
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8.9. Nech ¥ = (2,5), @ = (—1,3). Vypoditajte

a) ¥+ . b) @ — v. c) —2u + 37. d) |44 — 29).

e) |30 + 1. f) v 4. g) U (3d — 27). h) (¢- @)v.
8.10. Vypocitajte uhol vektorov

a) 7= (2,5), 4 = (15, —6). b) ¥ = (1,4), @ = (-2, -8). c) ¥=1(2,3), @ =(4,6).

d) v=(3,-1), 4= (4,3). e) v=(1,-2), 4= (3,2). f) = (1,0), @ = (2,2).

8.11. Uréte velkost vnttornych uhlov v trojuholniku ABC, ak jeho vrcholy maju stiradnice A = [2,0],
B = [5,0], C = [5,3V3].

8.12. Vypocitajte velkost vnitornych uhlov trojuholnika ABC, ak A = [1,3], B =[2,8], C = [-2,5].

8.13. Zistite, ¢i nasledujtice body lezia na jednej priamke.

a) A= [37*1]7 B = [5’0]7 C= [*1373]' b) A= [275}7 B = [131]7 C= [0’7]
C) A= [1,2], B= [5,6], C= [070]. d) A= [—1,5], B= [1,8], C = [—3,2].
Vysledky

8.1. [AB| = V10, 5 =[5, I].

8.2. [AB|=5,5=[-3,2].

8.3. |OD| =+/108, S =[1,2,3].

8.4. Druhy koncovy bod [3,12], dlzka tsecky +/104.
8.5. [~10,0], [~4,0].

8.6. [0,—5], [0,19].

8.7. a) 7= (2,-7), [7] =v53.  b)T=(53),|7]=v34 ) v=(-1,-1,-1), |7 = V3.
d) v = (-1,5), |v] = V26.
8.8. a) 7= (—2,18), |7] = /328 b) 7= (5,14), |7] = v/221.  ¢) ¥ = (15,—6), |7] = V/261.
d) 7= (6,3), || = V45.
8.9. a) (1,8). b)(3,2). ¢)(89). d)v68. e)V349. £)13. g) —19.  h) (26,65).
8.10. a) g b)m. ¢)0. d)55°18'17".  e) 82°52'30".  f) Z.

8.11. 30°, 60° a 90°.
8.12. 67°37', 41°49" a T0° 34'.
8.13. a) Ano. b) Nie. ¢) Nie. d) Ano.
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Dvoma roznymi bodmi A = [a1, as], B = [b1, b2] je jednoznazna¢ne uréend priamka. Ozna¢me ju p. Okrem
toho, moze byt priamka p uréend jednym bodom, ktory na nej lezi (napriklad bod A = [a1, as]) a smerovym
vektorom § priamky, pozri Obr.

§2(81,82):B—A:(bl—al,bg—ag).

Obr. 8.4: Priamka p.

Dalsim spdésobom, ako méze byt uréend priamka v rovine, je pomocou jedného bodu, ktory na nej lezi
a normdlového vektora priamky i = (n1,ns). Normélovy vektor priamky 7 je kolmy na priamku p, a teda je
kolmy aj na smerovy vektor 5. Plati

s-n=0
(s1,82) - (n1,m2) =0
s1ny1 + sang =0

Priamo z tohto vztahu dostdvame, Ze ak st nejaké dva vektory d, b v rovine na seba kolmé, pricom plati @ =
(a1, as), tak b= (—a2,ay) alebo b= (a2, —ay), pripadne iny nenulovy nasobok tohto vektora. Teda stradnice
vektora kolmého na nejaky vektor dostaneme napriklad tak, Ze zamenime poradie stradnic pévodného vektora
a pri jednej stradnici (lubovolnej) zmenime znamienko na opa¢né. Pozor, toto plati len pre vektory v rovine.

Analyticke vyjadrenie priamky v rovine.
Rovnica priamky p v rovine moze byt urcend viacerymi sposobmi. Ozna¢me X = [z,y] lubovolny bod
priamky, A = [a1, as] bod, ktorym je dana priamka. Plati.

e Parametrické rovnice priamky ... §= (s1,82) — smerovy vektor priamky, ¢ — parameter
p: X=A+1t3 teR.

Tato rovnica je ekvivalentnd so siuistavou rovnic, ktortt nazyvame parametrické vyjadrenie priamky
v rovine v suiradniciach

p: x=a;+1ts1
y=uag+tsy; teR.

Ak t € (o, 00), tak dostaneme rovnicu polpriamky, ak ¢ € («, 3), dostaneme rovnicu usecky, pricom
a,feER, a<p.

e Kanonickd rovnica priamky

Tr —ap Yy —as

S1 52
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Kanonickt rovnicu priamky dostaneme z parametrickych rovnic priamky, ak si z jednotlivych rovnic
vyjadrime parameter ¢ a takto upravené rovnice dame do rovnosti. Teda pre s; # 0, sy # 0 plati

r — ap
r=a+tsy = t=——ro r—a —u
ila - 1_Y 2
y=az+1itsa = tzy 2 51 52
52
o Vseobecnd rovnica priamky ... 7 = (a,b) — norméalovy vektor priamky

p: axr—+by+c=0.
Poznamenajme, Ze vSeobecna rovnica priamky existuje len v rovine.
e Smernicovy tvar rovnice priamky

p: y=kxr+gq.

Smernicovy tvar priamky vieme dostat zo vSeobecného tvaru ax + by + ¢ = 0 ak b # 0. Plati

ar+by+c=0

by=—ax —c
_ —axr—c
YT
a c
= ——r — )
YT b
pricom oznacime —¢ = k, —¢ = q. Teda
y=kx+q.

Cislo k sa nazyva smernica priamky. Plati k = tg o, kde « je uhol, ktory zviera priamka s kladnou
¢astou osi x. Cislo ¢ predstavuje tsek, ktory vytina priamka na osi y, vid Obr.

Y

Obr. 8.5: Geometricka interpretacia smernicového tvaru priamky p: y = kx + q.

Poznamenajme, Ze nie kazda priamka sa dé zapisat v smernicovom tvare. Priamka, ktord je kolmé na
os z sa neda zapisat v smernicovom tvare, kedze zviera s osou x uhol § a tg7 neexistuje.

o Usekouvy tvar rovnice priamky

kde r # 0, g # 0.

Usekovy tvar rovnice priamky dostaneme zo vieobecnej rovnice priamky nasledujtcimi tpravami. Nech
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a,b,c#0.

ar+by+c=0
ax +by =—c
ar+by  —c
- —c
— —b
—ar | —by
c c
z Y
c + c ]‘7
T a b
pricom ozna¢ime —¢ =r, —f = q. Teda
r y
S+Z=
roq

Cislo r predstavuje tisek, ktory vytina priamka na osi z, ¢ je tsek, ktory vytina priamka na osi y.

Poznamenajme, Ze nejaky bod P lezi na priamke p, prave vtedy, ked jeho stradnice vyhovuji rovnici danej
priamky.

8.5. Napisme parametrické rovnice priamky, ktord prechddza bodmi A = [2,5] a B = [5,-3].
Napisme tieZ dalsie tvary rovnic danej priamky.

Pre zapis parametrickych rovnic priamky potrebujeme poznat jeden bod leziaci na tejto priamke
(pozndme dva body, uvazujme napriklad bod A), a taktiez potrebujeme poznat smerovy vektor priamky.
Smerovy vektor danej priamky je napriklad vektor §= A—B = (2—5,5—(—3)) = (-3, 8). Teda parametrické
rovnice st

p: x=2-3t
y=5+8t teck

Kanonicki rovnicu priamky uréenej bodom A = [2, 5] a smerovym vektorom § = (—3,8) dostaneme dosade-
nim do rovnice

T — a1 Yy — a2

p: =
S1 S9

o x—=2 y—5

p: 5 T )

Vseobecnt rovnicu tejto priamky mozeme dostat niekolkymi sposobmi. Uk4zeme si dva.

I sposob. K vyjadreniu vSeobecnej rovnice priamky p : ax + by + ¢ = 0 potrebujeme poznat normélovy
vektor 7 priamky. Kedze 7i L §a §= (—3,8), normélovy vektor je napriklad vektor 77 = (8,3). (Stradnice
normalového vektora dostaneme tak, ze zamenime poradie siiradnic smerového vektora a pri jednej stradnici
(lubovolnej) zmenime znamienko na opacné.) Potom

8r+3y+c=0.

Na urcenie koeficientu ¢ si sta¢i uvedomit, ze bod A = [2,5] lezi na priamke, teda jeho sturadnice musia
vyhovovat rovnici danej priamky
A=[2,5lep = 8:243-54¢=0
314+¢=0
c=—31.
Vseobecné rovnica je
p: 8xr+3y—31=0.
II. spdsob. Vseobecnt rovnicu priamky moézeme dostat tiez z parametrickych rovnic vyli¢enim parametra t.
Vynésobme rovnice vhodnymi ¢islami
r=2-3t /-8
y=5+8 /-3
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teda

8r =16 — 24¢

3y = 15 4 24¢.
Spocitajme dané rovnice

8z + 3y = 31.

Po tprave dostavame vSeobecnt rovnicu priamky
p: 8xr+3y—31=0.
Smernicovy tvar rovnice priamky dostaneme vyjadrenim y zo vSeobecnej rovnice.

8t +3y—31=0 /+31—8z
3y=-8r+31 /:3
s, 81

p: y:—gx—i— 3"

Usekovy tvar rovnice priamky dostaneme nasledujticimi tipravami

8r+3y—31=0 /+31
8r+3y=31 /:31

8r 3y
il A |
31 + 31
z Y
p: ST + 371 =1.
8 3
8.6. Napisme parametrické rovnice priamky q, ktord prechddza bodom P = [-2,1] a

a) je kolmd na priamku p : 2x + 4y — 2 = 0.

b) je kolmd na priamkup: = —1+5t, y = —3t; t € R.
c) je rovnobeznd s priamkou p: —x + 2y + 3 =0.

d) je rovnobeznd s priamkoup: x =2+ 7t,y=3;t € R.

Na vyjadrenie parametrickych rovnic priamky potrebujeme poznaf aspon jeden bod leziaci na
priamke (ten je dany) a smerovy vektor priamky.

a) Zo vSeobecnej rovnice priamky p dostdvame jej normélovy vektor 7Tp> = (2,4) ~ (1,2). Kedze priamka
q ma byt kolmé na priamku p, smerovy vektor priamky ¢ je totozny s normalovym vektorom priamky
p. Teda 371 = n_;, = (1,2). Odtial parametrické rovnice priamky ¢ st

q: T=-2+t
y=14+2t; tekR.

b) Smerovy vektor priamky p je s_; = (5,—3). Kedze priamka ¢ mé byt kolmd na priamku p, si ich
smerové vektory na seba kolmé, teda napriklad s_q> = (3,5). Potom parametrické rovnice priamky ¢ st

q: x=-2+43t
y=1+4+5t tekR

¢) Normaélovy vektor priamky p je TT;, = (—1,2). Priamky p a ¢ maja byt rovnobezné, teda normélovy

vektor priamky p je kolmy na smerovy vektor priamky g. Preto napriklad s_q> = (2,1) a parametrické
rovnice priamky ¢ st

q: xT=-2+42t
y=1+4+t; teR.
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d) Plati, ze smerovy vektor priamky p je 8_; = (7,0). Pre rovnobezné priamky plati, Ze maji rovnaké
smerové vektory, teda s_q> = (7,0). Parametrické rovnice priamky ¢ st

q: T=-24+Tt
y=1 teR.

Metrické a polohové vlastnosti utvarov v rovine.
Uvazujme dve priamky p, g v rovine. Nech priamka p je dand bodom P a smerovym vektorom @ = (uy,us)
a nech priamka ¢ je dand bodom @ a smerovym vektorom ¥ = (v1, vs).

Uhol o priamok p, q je uhol ich smerovych, resp. normalovych vektorov

cos o — ‘U’U‘ . ‘Ul'U1+’LL2'U2|
1010 uF 4+ ud - od 4 v

Poznamenajme, ze v citateli zlomku vystupuje absolatna hodnota. Je to preto, lebo uhlom dvoch priamok

rozumieme uhol ostry (pripadne pravy).

8.7. Vypocitajme uhol priamok p aq, akp: x=3—-t,y=24+2t,t € Raq: 3z —2y+9=0.
Zo zadania dostévame 5, = (—1,2) a n, = (3,—2). Vyjadrime si napriklad smerovy vektor
priamky g. KedZe je kolmy na TT;, plati napriklad s_q> = (2,3).
Uhol dvoch priamok p, ¢ je uhol ich smerovych, pripadne normélovych vektorov. Kedze sme vyjadrili smerové
vektory priamok, uhol vektorov poc¢itame podla vzorca

|sp - Sql |—1-2+2-3 l=2+6] 4 4
ISpl - Isal  /(=1)2+22-v22+32  V5-v13  V5-13 V65

cosa = ~ 0,4961.

Odtial
o = 60,255° = 60°15'18".

Poznamenajme, ze priklad bolo mozné riesit aj tak, ze by sme si vyjadrili normélovy vektor n; priamky ¢
a uhol priamok p, ¢ by sme urcili ako uhol ich normalovych vektorov.

Vzdialenost bodu M = [m1,ma] od priamky p : ax + by + ¢ = 0 sa vypocita podla vztahu

_|amy +bms + ¢

M,p| =
M=
8.8. Vypoditajme vzdialenost bodu P = [—7,29] od priamky p, ktord prechddza bodmi A = [2,5]

a B =1[5,-3].
Podla Prikladu ma vSeobecnd rovnica priamky p tvar

p: 8x+3y—31=0.
Dosadenim stradnic bodu P = [p1, p2] do vzorca pre vypocet vzdialenosti bodu od priamky dostdvame

_api +bpa+c|  8-(-7)+3-29-31] -56+87-31 0
Va2 + b2 V82 + 32 V64+9 V73

Kedze vzdialenost bodu P od priamky p je 0, znamené to, ze bod P lezi na priamke p.

0.

|P, pl

Vzdjomnd poloha dvoch priamok p, q v rovine:
Uvazujme smerové vektory priamok p, g.

o Ak s, # ks; pre vSetky realne Cisla k, tak priamky p a ¢ s réznobezné.
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e Ak s, = ks, pre nejaké redlne ¢islo k a priamky nemaja spolo¢ny bod, t. j. pN ¢ = (), tak priamky p
a ¢ su rovnobezné.

o Ak s, = ks, pre nejaké redlne ¢islo k a priamky maju spolo¢ny bod, t. j. pN g # 0, tak priamky p a ¢
su totozné.

Poznamenajme, Ze namiesto smerovych vektorov moézeme uvazovat aj normalové vektory priamok p, g v ro-
vine.

KedZe rovnicu priamky v rovine mozno z algebraického hladiska povazovat za linedrnu, pripadne konstantnu
rovnicu, lahko vidno, Ze geometricky problém urdenia vzdjomnej polohy dvoch priamok v rovine sa prefor-
muluje na algebraicky problém rieSenia ststavy dvoch rovnic o dvoch neznamych.

8.9. Uréme vzdjomni polohu priamok p a q, ok priamka p je dand rovnicami p : © = 3 — t,
y=2+42t,t € R a priamky q danej rovnicou q: 3x — 2y +9 =0.
Pre smerové vektory priamok plati 5, = (—1,2) a 5, = (2,3). Lahko sa overi, Ze neexistuje také
redlne cislo k, aby platilo s_p> = ks_g. Ak by také ¢islo existovalo, muselo by platit

—1=2k asucasne 2= 3k,

teda . 5
k= —5 a sucCasne k= 3"

Dospeli sme k sporu. Preto priamky p a ¢ st réznobezné. Najdime ich priese¢nik. Priese¢nik dvoch priamok
(vo vSeobecnosti lubovolnych kriviek) je bod, ktorého stradnice vyhovuji rovniciam oboch priamok (kriviek).
Sturadnice priesecnika ndjdeme napriklad tak, Ze dosadime parametrické rovnice priamky p do vseobecnej
rovnice priamky gq.

3-3—-t)—2-(2+2t)+9=0
9—3t—4—4t+9=0
Tt =14
t =2.
Ak dosadime hodnotu parametra t = 2 do parametrickych rovnic priamky p, tak dostaneme siradnice

prieseénika P
P=[3-1-22+42-2]=[3-2,244] =[1,6].

8.14. Zistite, ktoré z nasledujucich bodov lezia na priamke p, a ktoré na priamke ¢, ak p : * = 1 4+ ¢,
y=3+t,teR qg: z—2y+6=0a
a) A=10,2]. b) B = [2,4]. c) C=10,3]. d) D =11,5].

8.15. Napiste parametrické rovnice a vSeobecni rovnicu priamky, ktora

a) prechddza bodom T = [2,5] a je rovnobeznd s vektorom a@ = (1, 0).

b) prechadza bodom K = [—1, —1] a je rovnobezna s vektorom § = (2, 3).
¢) prechddza bodmi A = [2,5], B = [1,0].

d) prechddza bodom B = [0, —3] a pociatkom suradnicového systému.

8.16. Napiste parametrické rovnice a vSeobecni rovnicu priamky, ktora

a) prechddza bodom Z = [0, 6] a je rovnobezna s priamkoup: =2 —t,y =143t t € R.
b) prechddza bodom A = [1,—1] a je rovnobezn4 s priamkou ¢ : 4o — Ty + 2 = 0.
c¢) prechddza bodom C = [2,3] a je kolm& na priamku p: 2 =124+¢t,y =3+t t € R.

d) prechddza bodom A = [2, 3] a je kolm4 na priamku s: 2z + 2y —4 = 0.
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8.17.

8.18.

8.19.

8.20.

8.21.
8.22.

8.23.

8.14.

8.15.

8.16.

NapiSte rovnice priamok, na ktorych lezia vrcholy trojuholnika ABC, ak A = [5,2], B = [4, 3]
a C=][7,-5]

Vypocitajte uhol priamok p a q ak
a)p:rx=124+t,y=3—-t,teER, q: 2 =-34+2s5,y=1+5s,s€R.

b)p:z=2,y=ttcR, qg: x=13+s,y=7—3s, s€R.
c)p:3x+Ty—4=0,q: 22 —y+13=0.
d)p:zx+y—5=0,q: 2 —3=0.

Vypocitajte uhol priamok p a q ak
a)p:x+3y—7=0,g: z=2+t,y=1—-t, teR.

b)p:y—4=0,qg:z=1-2t,y=1+2t,t eR.

c) priamka p prechddza bodmi A = [1,2], B = [3,7], priamka ¢ je kolm& na priamku s : © = 2+ 1,
y=1—1t,t€R a prechddza pociatkom stradnicového systému.

d) priamky p a ¢ st priamky, na ktorych lezia uhlopriecky Stvoruholnika ABCD, kde A = [1,2],
B=[1,7,C=[8,7aD=16,2].

Vypoditajte vzdialenost bodu A od priamky p
a) A= [3,5],]7: r=124+t,y=3—-t, teR.

b) A=[1,0,p: a=3+2t,y=1+¢t teR.

c) A=[-1,2],p: 2 —y+13=0.

d)A=[13],p: 2c+y—-5=0.

e) A=[-23],p: bx—y+3=0.

Vypoéitajte dlzky vysok v trojuholniku ABC, ak jeho vrcholy st A = [2,3], B =[1,7] a C =[5, —3].

Urcte vzajomnu polohu priamok p a ¢, ak

a)p:r=12+t,y=3—-t,teR, q: 2 =-34+2s5,y=1+s,s€R.
b)p: z2=3+t,y=3-2t,teR, q: 2 =-3+2s,y=1—4s, s€R.
c)p:ax=8+t,y=1+3t,teR, qg: 2=9+2s,y=4+6s, s€R.

d)p:3x+T7y—4=0,q: 2z —y+13=0.

Urcte vzajomnu polohu priamok p a g ak

a)p:r+y—5=0,q: 2z +2y+3=0.
b)p:3x—y—-5=0,qg: —6x+2y+10=0.
A)p:ax+3y—7=0,q: x=2+t,y=1—t,teR.

d)p:z+y—4=0,q: 2=1-2t,y=1+2t,t €R.

a) Bod A lezi len na priamke q. b) Bod B lezi na oboch priamkach. c) Bod C lezi len na

priamke gq. d) Bod D nelezi ani na jednej priamke.

a)r=2+t,y=51teR, y—5=0. b))z =-1+4+2t,y=—-143t,teR;3x—2y+1=0.
c)r=2—-t,y=5—-5tteR; 5z —y—5=0. d)z=0,y=-34+3t,teR; 2 =0.
a)r=—-t,y=6+3t,teR; 3x+y—6=0. b)x=1+T7t,y=—-1+4t, teR; 4 —T7y—11=0.

c)r=2+4+t,y=3—-t,teRx+y—5=0. d)z=24+t,y=3+¢t,teR;zc—y+1=0.
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8.17.

8.18.

8.19.

8.20.

8.21.

8.22.

8.23.

8r+3y—41=0,7Tx+2y—39=0,2+y—7=0.

a) 71°34.  b) 18°26'. ¢) 86°38.  d) %.
a) 26°34.  b) 2. ) 23°12.  d) 80°32.

Y2 b )i d) 0. )L.

o] = ——, 0] = —
ve| = —, |v
V29’ T e

[ve| =

f

a) Roznobezné, prieseénik 35 ??] b) Rovnobezné. c) Totozné.
87 a7
17717
a) Rovnobezné. b) Totozné. c) Roznobezné, priesecnik [1, 2].

d) Roznobezné, prieseénik

d) Rovnobezné.

Kuzelosecka je rovinné krivka, ktord vznikne rezom rotacnej kuzelovej plochy s rovinou. Ak rovina nepre-
chadza vrcholom rotacnej plochy, tak rezom vznikne kruznica, elipsa, parabola alebo hyperbola. Hovorime
o regularnych kuzeloseckach. Ak rovina prechddza vrcholom rotacnej plochy, tak rezom vznikne bod, priamka
alebo dvojica priamok. Takéto kuzelosecky nazyvame singularne.

Vseobecné rovnica kuzelosecky mé tvar

Az? + Bry +Cy* + Dz + Ey + F =0,

kde A, B,C, D, E, F su redlne ¢isla, pricom asponi jedno z ¢isel A, B, C je rozne od nuly.

Kruznica so stredom S =

[m,n] a polomerom r > 0 je mnozina vSetkych bodov roviny, ktoré maju od bodu

S vzdialenost r. Bod S nazyvame stred kruznice, r nazgvame polomer kruznice. Na Obr. [8.6 je znazornena
kruznica so stredom S = [m,n] a polomerom r > 0.
Stredova rovnica kruznice so stredom S = [0, 0] je

Stredova rovnica kruznice so stredom S = [m,n] je

Y
k
0 D S S = [m,n]
N
(0] m g

Obr. 8.6: Kruznica so stredom S = [m,n] a polomerom r > 0.
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8.10. Napisme rovnicu kruZnice so stredom S = [3,5], ktord sa dotgka priamky p,
p:3z—2y+4=0.

KedZe priamka p sa mé dotykat hladanej kruznice, je priamka p jej dotycnicou a vzdialenost
stredu kruznice od dotycnice je polomer hladanej kruznice. Plati teda
_13-3-2-5+4] |9-10+4] 3

s, .
r=15 31 (L2 NCE ST

Teda stredova rovnica kruznice je

(=3P + (55 = 35

Elipsa je mnozina vsetkych bodov roviny, ktoré maja od dvoch pevne zvolenych bodov Fip, Fy konStantny
sti¢et vzdialenosti rovny 2a. Body Fi, F» sa nazjvaji ohniské elipsy, a je dlzka hlavnej polosi.

Y c
q b
S = [m,n]
nf------1 ] .
B\ Fi € e I JA
.D
0] m T

Obr. 8.7: Elipsa so stredom S = [m, n| a hlavnou polosou rovnobeZnou s osou x.

Na Obr. je znazornend elipsa. Elipsa je symetrickd podla dvoch osi symetrie. Os, na ktorej leZia ohniské
Fy, F5 sa nazyva hlavnd os, vedlajsia os je na 1u kolm4 a prechadza stredom S elipsy. Body A, B nazyvame
hlavné vrcholy elipsy, body C, D nazyvame vedlajsie vrcholy. Vzdialenost hlavného vrchola od stredu elipsy
je rovna dizke hlavnej polosi a a vzdialenost vedlajsieho vrchola od stredu elipsy je rovna dizke vedlajsej
polosi b, teda |AB| = 2a, |CD| = 2b, a > b > 0. Vzdialenost ohniska od stredu elipsy sa nazjyva linedrna
excentricita (vystrednost), oznacuje sa e, teda |Fy Fy| = 2e. Plati e = v/a? — b2.

Stredové rovnica elipsy so stredom S = [0, 0] a hlavnou osou totoznou s osou z je

2 2
T+l
a b2

Stredové rovnica elipsy so stredom S = [0, 0] a hlavnou osou totoznou s osou y je

2 2
xieri:l.
b2 a?

Stredové rovnica elipsy so stredom S = [m, n] a hlavnou osou rovnobeZnou s osou = je

(z ;Qm) + (y ;271)

=1.

Stredova rovnica elipsy so stredom S = [m, n| a hlavnou osou rovnobeznou s osou y je

)2 )2
@om? |, wn?_,
b2 a?
8.11. Napisme stredovi rovnicu elipsy, ktorej ohniskd magi siradnice E = [3,5] a F = [27,5]

a hlavnd polos md dlzku 13.
KedZe ohniskd maji rovnaki y-ova stiradnicu, bude hlavné os elipsy rovnobezné s osou z.

Dalej plati

2¢=|EF|=|F—E|=|(fi—e1,fo—e2)| =[(27T = 3,5 = 5)| = |(24,0)| = /242 + 02 = V242 = 24,
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odtial dostéavame, Ze excentricita elipsy je e = 12.

Stred elipsy je stred usecky, ktorej koncové body st ohniska elipsy, teda

fer+fi eat+ fo]  [3+27 5+5]

Dizku vedlajsej polosi b elipsy uréime zo vztahu e = v/a2 — b2. Odtial e? = a® — b2, teda

b=1a2 —e2=+/132 — 122 = /169 — 144 = /25 = 5.

Stredova rovnica hladanej elipsy je
_1E)\2 _r)\2
(-157  w-5_
169 25

Hyperbola je mnozina vsetkych bodov roviny, ktoré maju od dvoch pevne zvolenych bodov Fi, F> konstantny
rozdiel vzdialenosti (uvazovany v absolitnej hodnote) rovny 2a. Body Fi, F» sa nazyvaji ohniskd hyperboly,
a je dlzka hlavnej polosi.

Obr. 8.8: Hyperbola so stredom S = [0, 0] a hlavnou polosou totoZnou s osou z.

Na Obr. je znézornené hyperbola. Hyperbola je tiez symetrickd podla dvoch osi symetrie. Hlavna os
je os, na ktorej leZia ohniskd F7i, Fb, vedlajSia je na 1iu kolmd a prechddza stredom S hyperboly. Body A,
B sa nazyvaji vrcholy hyperboly. Vzdialenost vrchola od stredu hyperboly je rovné dlzke hlavnej polosi a
a vzdialenost ohniska od stredu hyperboly sa nazyva linedrna excentricita (vystrednost), oznacuje sa e, teda
|AB| = 2a, |F\F»| = 2e. Zavadza sa dizka vedlajsej polosi b, plati b = v/e2 — a2.

Stredova rovnica hyperboly so stredom S = [0, 0] a hlavnou osou totoznou s osou z je

2 2
-
a b2

Stredova rovnica hyperboly so stredom S = [0, 0] a hlavnou osou totoZnou s osou y je

Stredové rovnica hyperboly so stredom S = [m, n] a hlavnou osou rovnobeznou s osou z je

(x—=m)* (y—n)’
a? b2

=1.

Stredovéa rovnica hyperboly so stredom S = [m, n] a hlavnou osou rovnobeznou s osou y je

L

72 =1.
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Asymptoty hyperboly st priamky, ktoré prechadzaju stredom hyperboly a dotykaja sa hyperboly v neko-
nec¢ne. Ak st osi hyperboly totozné so stiradnicovymi osami, tak rovnice asymptot su

b b

y:—-x’ y:—fx
a a

Poznamenajme, ze ak st osi hyperboly rovnobezné so siradnicovymi osami, tak asymptoty majii smernice
b

+2.

Ak a = b, tak hyperbolu nazyvame rovnoosd. Asymptoty rovnoosej hyperboly st na seba kolmé. Rovnoosé

hyperbola je grafom nepriamej amernosti. V pripade, ak st asymptoty totozné so siradnicovymi osami, tak
rovnica rovnoosej hyperboly je

k
y=—.
x
Ak st asymptoty rovnobezné so stiradnicovymi osami, teda stred hyperboly S = [m,n] je posunuty, tak
rovnica rovnoosej hyperboly je
k
y—n= .
T—m
Na Obr. st zndzornené rovnoosé hyperboly.
Y Y
y=%%>0 y=% k<o
[0} x (0] T

Obr. 8.9: Rovnoosé hyperboly.

8.12. Ndjdime suradnice stredu hyperboly
522 — 4y? — 20x — 24y — 36 = 0.

Ur¢me dizky hlavnej a vedlajsej polosi a napisme rovnice jej asymptot.
Vieobecnti rovnicu kuzelosecky potrebujeme upravit na stredovy tvar. Budeme pouzivat dopliianie
na tplny $tvorec, teda vzorce (A + B)? = A2 + 2AB + B2
522 — 4y? — 20z — 24y — 36 =0
5% — 202 — 4y? — 24y —36 =0
5(z% —4a) — 4(y* +6y) —36 =0
522 —2-20+22 —2%) —4(y* +2-3y+3>—-3%) - 36 =0
5[ —2-20+4) —4] —4[(y® +2-3y+9) —9] =36 =0
5[(x—2)—4] —4[(y+3)*—9] =36 =0
5(x —2)% =20 —4(y +3)> +36 — 36 =0
5(z—2)? —4(y+3)*=20 /:20
(x-2° (y+3)°
4 5

=1.
Dostali sme stredovii rovnicu hyperboly so stredom S = [2, —3], dizky jej polosi sti a = 2, b = v/5. Smernicovy
tvar asymptot je

y=kr+q,
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pricom asymptoty maji smernice k = ig = i%. KedZe asymptoty prechddzaji stredom hyperboly, tak
koeficient ¢ vypoc¢itame tak, ze dosadime suradnice stredu S = [2, —3] hyperboly do rovnic asymptot

5
—3:§2+q1 = @q=-3-V5

5}
_3:—%2+q2 = QQ:_3+\/B-

Rovnice asymptot hyperboly st y = %x —-3-5, y= féx — 3+ /5.

Parabola je mnozina vSetkych bodov roviny, ktorych vzdialenost od pevne zvolenej priamky d je rovnaka ako
ich vzdialenost od pevne zvoleného bodu F', ktory na danej priamke nelezi. Priamku d nazyvame riadiaca
priamka a bod F' ohnisko paraboly. Na Obr. je znazornend parabola. Parabola mé jednu os symetrie.
Je to priamka kolma na riadiacu priamku prechadzajtca cez ohnisko. Prienik tejto osi a paraboly je vrchol
paraboly V. Z definicie paraboly dostavame, Ze |d,V| = |V F'| = £, kde &islo p, p > 0, nazyvame parameter
paraboly.

Obr. 8.10: Parabola s vrcholom V' = [m,n] a osou rovnobeznou s osou z, p > 0.

Vrcholova rovnica paraboly s vrcholom V' = [0, 0] a osou totoznou s osou z, p > 0, je
y? = +2pu.
Vrcholové rovnica paraboly s vrcholom V' = [0, 0] a osou totoznou s osou y, p > 0, je
2 = +2py.
Vrcholové rovnica paraboly s vrcholom V' = [m,n| a osou rovnobeznou s osou z, p > 0, je
(y —n)* = £2p(x — m).
Vrcholova rovnica paraboly s vrcholom V' = [m, n] a osou rovnobeznou s osou y, p > 0, je
(z —m)® = £2p(y — n).
Na Obr. s znazornené paraboly s vrcholom V' = [0, 0] a osou totoznou s osou z, respektive osou y.

8.13. Napisme rovnicu paraboly, ktorej vrchol leZi na osi y, jeho vzdialenost od osi x je 5, 0s
paraboly je rovnobeind s osou x a parabola prechddza bodom A = [3,38].

Kedze vSetky body na osi y maji x-ovi stradnicu rovna nule, pre vrchol paraboly V = [v1, vs],
ktory lezi na osi y, dostdvame v; = 0. KedZze vrchol je vzdialeny od osi x o 5 jednotiek, tak vy = 5 alebo
vy = —5. Teda vrchol paraboly je bud V; = [0, 5] alebo V5 = [0, —5]. Vzhladom k tomu, Ze os paraboly je
rovnobezné s osou z, prislusné vrcholové rovnice si

(y—5)% = ki,

pre parabolu s vrcholom V; = [0, 5] alebo
(y 4 5)% = kox,
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a? = +2py
Yy = —2px y? = +2px

a? = —2py

Obr. 8.11: Rozne orientované paraboly.

pre parabolu s vrcholom Vi = [0, —5].

Koeficienty k1, k2 dopocitame dosadenim stradnic bodu A = [3,8] do danych rovnic, pretoze parabola mé
prechédzat bodom A.
Pre (y — 5)% = ko dostavame

(8=52=3k; = 9=3k = k =3
Pre (y + 5)% = kox plati

169
(845)°=3ky = 169=3ky = ky=——.
RiesSeniu prikladu vyhovujt dve paraboly s vrcholovymi rovnicami
169
(y—52%=3z a (y+5)7*= 5
[ ]
Ulohy
8.24. Napiste rovnicu kruznice, ak
a) jej stred je S =[—3,1] a m4 polomer r = 7.
b) jej stred je S = [2, —1] a ma polomer r = —4.
c) sturadnice jej stredu st S = [1,0] a jej polomer je r = /3.
d) prechadza bodmi A = [1,2], B=[-4,—-3] a C = [4,1].
8.25. Napiste rovnicu kruznice, ak
a) jej priemer je tsecka AB, kde A =[6,5] a B = [14,—3].
b) jej polomer je tsecka CD, kde C' = [1,2] a D = [3,-5].
c) jej priemer je tsecka, ktorej koncové body st stredy kruznic (x — 3)% + (y — 2)? = 24

az?+ (y—11)% =12.

d) dotyka sa priamky p: 3z — 7y +4 = 0 a jej stred m4 stradnice S = [—4,2].
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8.26.

8.27.

8.28.

8.29.

8.30.

8.31.

8.32.

Napiste rovnicu kruznice, ak

a) jej stredom je priese¢nik priamok pa g, p: z+2y—7=0, ¢: 2z — 3y — 14 = 0 a jej polomer je

r=+12.

b) jej stredom je prieseénik priamokpa ¢, p: x =2+43t, y=4—t;t €R,q: 1 =5—5,y=4-3s; s€R
a dotyka sa priamky r: z + 3y — 7= 0.

c) dotyka sa stiradnicovych osi a vzdialenost jej stredu od pociatku stradnicového systému je 5v/2.

Napiste rovnicu elipsy, ak

a) jej stred je S = [~2,5] a dlzky polosi st a = 7, b = 3 a hlavna os je rovnobezna s osou z.
b) jej stred je S = [~5,2] a dlzky polosi stt a = 8, b =5 a hlavné os je rovnobeZna s osou .
c) jej stred je S = [0,1] a dizky polosi st a = /30, b = v/14.

d) jej stred je S = [1, —1], dizka hlavnej polosi je a = 13 a jej excentricita je e = 2.

NapiSte rovnicu elipsy, ak

a) S =[5,4], a =5, e = /2 a hlavna os je rovnobezna s osou y.

b) S =[-3,—1], b=12, e = 1 a hlavn os je rovnobeZna s osou z.
c)S=[-3,-1,b=15ae= 4.

d) dotyka sa stiradnicovych osi a vzdialenost jej stredu od osi x je 7 a od osi y je 5.

Napiste rovnicu elipsy, ak

a) jej stredom je prieseénik priamok pa g, p: ©—3y+2=0,¢: 20 —7y+4=0,a="5, b =4 a hlavna
0s je rovnobezna s osou y.

b) stradnice jej ohnisk st E = [-5,2], F = [13,2] a a = 21.
c) stradnice jej ohnisk sa E = [4,5], FF = [4,25] a b = 3.
d) stradnice jej stredu st [2, 5], jeden vrchol mé stradnice [2,15] a jedno ohnisko je bod [—3, 5].

Napiste rovnicu hyperboly a rovnice jej asymptot, ak

a) jej stred je S = [1,6] a dlzky polosi stt a = 5, b = 1 a hlavna os je rovnobezna s osou z.
b) jej stred je S = [0, 3] a dizky polosi stt @ = 4, b = 6 a hlavna os je rovnobezn4 s osou .
c) jej stred je S = [2,3] a dizky polosi st a = /7, b = /8.

d) jej stred je S = [4, 1], dlzka hlavnej polosi je a = 4 a jej excentricita je e = 13.

Napiste rovnicu hyperboly a rovnice jej asymptot, ak

a) S =[1,1], a = v/5, e = v/13 a hlavna os je rovnobezna s osou .
b) S =12,1], b =4, e = 16 a hlavna os je rovnobezna s osou y.
c)S=1[2,1,b=5ae=+/83.

d) jej vrcholy maja stradnice [1,—3], [1,15] a e = 10.

Napiste rovnicu hyperboly a rovnice jej asymptot, ak

a) jej stredom je prieseénik priamok pa g, p: ©—3y+2=0,¢: 20 —T7y+4=0,a =3, b= "7 a hlavna
0s je rovnobezna s osou .

b) stradnice jej ohnisk st E = [—4,3], F = [14, 3] a 2a = 4.
c) stradnice jej ohnisk sa £ = [1,3], F =[1,13] a b= 3.

d) stradnice jej stredu st [4, 3], jeden vrchol mé stradnice [6, 3] a jednym ohniskom je bod [—2, 3].
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8.33. Napiste rovnicu paraboly, ak

a) jej vrchol je V = [1, —3], jej parameter je p = 3 a mé os rovnobezni s osou z.

b) jej vrchol m4 suradnice V' = [2, 23], mé parameter p = 6 a jej os je rovnobezna s osou y.
c) jej vrchol je V = [1,—3] a ohnisko je E = [1, 3].

d) jej vrchol je V = [2,5] a ohnisko je E = [2,0].

8.34. Napiste rovnicu paraboly, ak
a) jej vrchol mé stradnice V' = [4, 6] a ohnisko je E = [—1,6].

b) jej vrchol mé stradnice V = [5, 1] a ohnisko je E = [8,1].
c) jej vrchol mé suradnice V' = [12, 5] a riadiaca priamka je d : = = 4.
d) jej vrchol mé stradnice V = [—7, 6] a rovnica riadiacej priamky je d : x = 1.

8.35. Napiste rovnicu paraboly, ak

a) V = [3,4] a riadiaca priamka mé rovnicu d : y = 1.

b) V = [-1, 3] a riadiaca priamka m4 rovnicu d: y = 7.

c) V =3,5], jej os je rovnobezna s osou y a prechadza bodom A = [5, §].

d) V =[-1,2], jej os je rovnobezn4 s osou x a prechddza bodom A = [—6, —4].

8.36. Nakreslite nasledujtice kuzelosecky.

a) 22 +y? =09. b) (z —5)% + 42 = 14. ) (z—1)2+ (y+1) =12
a? Y (z—-1)?% ¢ (z+1)?  (y—2)°
)+ =1L e ! £ Y

TR e) —— t5s ) 5+t

8.37. Nakreslite nasledujice kuzelosecky.

2 2 _1)2 2 —9
%f%:l. by & 91) 7(3/;53) =1L y=_—7+3

d) y? = 3z. e) y? = —u. f) (x+2)% =4(y — 11).
8.38. Zistite, aké kuZzelosecky popisuju nasledujtice rovnice a nakreslite ich.

a) 22 +y?’ +42-2y+1=0.b) 22 +y> — 62 = 0. c) 2% +y? — 2z +2y —22=0.

d) 22 +3y> -9 =0. e) 922 +4y? — 18z + 16y — 11 = 0. f) 222 +y? + 122+ 2y + 11 = 0.
8.39. Zistite, aké kuzelosecky popisuju nasledujtice rovnice a nakreslite ich.

a) 22 — 5% + 15 = 0. b) 422 — 9y% — 320 — 18y +17=0. ¢) 5% +y?> —4y — 1 =0.

d)zy—xz—2y+1=0. e) 2%+ 6x — 4y + 17 =0. f) ¥ +2r -2y +3=0.

8.24. a) (z+3)% + (y —1)2 = 49. b) Neexistuje taka kruznica. c) (z—1)2+4y*>=3.
d) (x—1)>+ (y+3)> = 25.
8.25. a) (- 102+ (y—1)2=32. b)) (z—1)2+(y—2)2=53, (v —3)%+ (y +5)? = 53.

c) <x“;’>2+<y13>2—45. d)(x+4)2+(y—2)2:%.

2 2
826 0) -1 =12 b) (o-30) + (5= 3) =B 9975
(x+5)2+ (y—5)2 =25, (x —5)2+ (y+5)2 =25, (x +5)? + (y + 5)? = 25.
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(z+2)?* (y—5)° (z+5)?* (y—2)7* _ 2 (y-17 2 (y—-1)7°
8.27. a) 19 9 =1 b) 5% o 1 c) 30+ 7 1, 14+ 0 1.
S V) R | S TR Vg
169 165 7 165 169
(x—57 (y—4)? (x+3)°  (y+1)? (z+3)?  (y+1)?
828 a) 23 25 b) 145 144 ) 229 225 ’
(x4+3)° w1 g @£ G+ @5 WDt @)’ W=7
225 229 25 49 7725 49 725 9 7
=52 -7,
25 49 7
2 2 A2 92 42 _15)2
16 25 441 360 9 109
(x—2? (y—5)?
1.
d) 125 100
(z— 1) ) 1 a? | (y—3)°
.30. —6)2=1,y-6=+-(r—1). b)-—— =1, y—3=+>
8.30. a) 5% (y —6) ,y—6 5(;1: ) ) 6T 16 ,Y—3 x
(z—2? (y—3) (x—2?  (y—3)? V8
- =1 =1 =+ " (r—2
o) =1 =S 1y s Ry
— 4)2 —_1)2 _A)\2 _1)2
d) (z—-4)7° (-1 _1 (== -1 :1’y_1:i\/153( )
16 153 153 16 4
(x—1)? (y—1)? 2v2 (-2 (y—1)?
31 — =l,y—1l=f——-+(z—1). b) — =1
8.31. a) — S Y 7 (z—1) ) T 540 ;
1 (z—-2)? (y-1? (z-2)? (y-1?
—l=f—(-2 — =1, - =1 l=xt—(z—2
y i ) ©) g 5 o £ ;Y = =2)
(-1 (y—6)° 9
d) — =lL,y—-6=t——(—1
) - U — Ly o=t )
(@+2)?* y* o 7 (z—5° (y—3)?° _ VT
8.32. a) 9 4971,y7:|:3(93+2), b) ) = =1, y—-3=4=% 3 (x —5).
SO Gl S k) TP Sy M S ol S k) SR SOVIRP SRV, TS
9 6 VT3 ' 1 e '
833. a) (y+3)2=+6(x—1). b)(z—2)2=+12(y—23). c) (x—1)%=24(y +3).
d) (z —2)* = —20(y - 5)
8.34. a) (y —6)> = —20(x — 4). b) (y —1)? = 12(x — 5). c) (y—5)? =32(z — 12).
d) (y—6)% = —32(x +7)
4
8.35. a) (z —3)2 =12(y — 4). b) (z +1)? = —16(y — 3). c) (z—-3)?2= g(yff)).
36
d) (y—2)? = —g(x+ 1).
8.36. a) Kruznica so stredom S = [0, 0] a polomerom r = 3.
b) Kruznica so stredom S = [5,0] a polomerom r = /14.
c) Kruznica so stredom S = [~1, —1] a polomerom r = 2+/3.

d) Elipsa so stredom S = [0, 0], polosami a = 4, b = 3, hlavna os totoZna s osou z.
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8.37.

8.38.

8.39.

e) Elipsa so stredom S = [1, 0], polosami a = 5, b = /7, hlavna os rovnobezna s osou .

f) Elipsa so stredom S = [—1,2], polosami a = 2, b = v/2, hlavna os rovnobezna s osou y.
a) Hyperbola so stredom S = [0, 0], polosami a = 4, b = 4, hlavnd os totozna s osou y.

b) Hyperbola so stredom S = [1, —3], polosami a = 3, b = 5, hlavna os rovnobezZna s osou x.

¢) Rovnoosa hyperbola so stredom S = [—1, 3], nachddzajtca sa v posunutom II. a IV. kvadrante.

3
d) Parabola s vrcholom V = [0,0], p = > os totozna s osou x, ohnisko napravo od vrchola.

1
e) Parabola s vrcholom V = [0,0], p = —5, 08 totozna s osou x, ohnisko nalavo od vrchola.

f) Parabola s vrcholom V' = [—2,11], p = 2, os rovnobeZnd s osou y, ohnisko nad vrcholom.
a) Kruznica (z +2)% + (y — 1)? = 4. b) Kruznica (z — 3)? +y? = 9.

v (w-17 @+2? _

2
¢) Kruznica (z —1)? + (y+1)? = 24. d) Elipsa % + 3= 1. e) Elipsa 1 5
2 1 2

f) Elipsa (x+3) + y+1) =1.

4 8

2 2 2 2 2

> oa? (y+1)? (x—4)* . ., =27

a) Hyperbola TTEC 1. b) Hyperbola — 33 + S 1. c) Elipsa 2%+ = 1.
9 4

1
d) Rovnoosé hyperbola y = P + 1. e) Parabola (z + 3)% = 4(y — 2).

f) Parabola (y — 1)? = —2(z + 1).
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8.4 Testy

8.4.1 Test 1
V nasledujtcich tlohéach zvolte spravnu odpoved, resp. spravne odpovede.

8.1. Priamka p je uréend dvoma bodmi [2, —3] a [5, 7]. Zistite, ktory z nasledujucich bodov lezi na priamke p.

A) [3,1]. B) [1,-3]. C) [-1,-13]. D) [1,13].

8.2. Usecka M N je uréena bodom M = [1,5] a stredom S = [5, 7]. Uréte velkost tsecky MN.
A) 6v/5. B) 4/5. C) V5. D) 80.

8.3. Vyska v, trojuholnika ABC, kde A = [5,0], B = [0,5] a C = [0, 0], lezi na priamke s rovnicou
A)z+y=0. B) z—y=0. C)z+y+5=0. D) 5z +y = 0.

8.4. Stred S a polomer 7 kruznice z + y? — 2z + 4y — 4 =0 je
A)S=11,2],r=9. B)S=[-1,-2],r=3. C) S=[2,1],r=4. D) S=11,-2],r=3.

8.5. Rozhodnite, analytick§m vyjadrenim akej kuzelosecky je rovnica 16x2 + 25y% + 962 — 50y + 569 = 0.
A) Kruznice. B) Elipsy.

C) Paraboly. D) Dand rovnica nie je rovnicou kuzelosecky.

Spravne odpovede: C, B, B, D, D.
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8.4.2 Test 2
V nasledujtcich tlohéch zvolte spravnu odpoved, resp. spravne odpovede.

1. VSeobecné rovnica priamky uréenej bodmi [1, 3] a [—2,4] je

A)z—3y—10=0. B) 43y —10=0. C)3z—y=0. D) -3z +y—10=0.
2. KruzZnica so stredom S = [—1, —3] a polomerom r = 1 je dand rovnicou
A) 2?2 +y? + 22 +6y+9=0. B) 2?2 +y? -2z — 6y +9=0.
C)z?+y>+2+3y—9=0. D) 2% —y? + 22+ 6y +9 = 0.
3. Vseobecnd rovnica osi tise¢ky s krajnymi bodmi [2, —6], [—2,4] je

A)z—5y—10=0. B) 4z +10y —10=0. C)2x—5y—5=0. D) —4x + 10y + 10 = 0.

4. Priese¢nik priamok danych rovnicami 5z —y — 10 = 0 a 8z 4 4y — 16 = 0 m4 stradnice
A) [1,2]. B) [0,-2]. C) [2,0]. D) [-2,0].

5. Velkost vysky v. v trojuholniku ABC, kde A =[0,0], B =[7,0] a C = [4,5], je
A) 4. B) 5. C) 3. D) 7.

Spravne odpovede: B, A, Ca D, C, B.
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V nasledujtcich tlohéch zvolte spravnu odpoved, resp. spravne odpovede.

1.

Rozhodnite, analytick§m vyjadrenim akej kuzelosecky je rovnica z? 4+ y2 + 9z — 10y + 30 = 0.
A) KruZnice. B) Elipsy.

C) Paraboly. D) Dané rovnica nie je rovnicou kuzelosecky.

. Parametrické rovnice priamky, ktord je urcend bodmi [7,4] a [1,—3] st

A)r=1+6t,y=-3+T7t,t€R. B)xz=1+Tt,y=-3+6ttcR.
C)a=T7T—-6t,y=4—-"Tt, t € R. D)z=1+ty=-3+7tteR.
. KruZnica so stredom S = [1,4] a polomerom r = 5 je dana rovnicou

A) 22 49?2+ 22+ 8y — 42 =0. B) 22 +y?— 22z —8y—8=0.
C) 22 +y*+22+8y—8=0. D) 22 — 4% + 22 + 4y + 8 = 0.

Stred tsecky s krajnymi bodmi [7, —4] a [3, 2] m& stradnice
A) [2,-3]. B) [-2,5]. C) [5,-2]. D) [5,—1].

. Usecka AB je uréend bodmi A = [~1,4] a B = [5,7]. N4jdite velkost tsecky AB.

A) 3/5. B) V/45. C) V15. D) 9.

Spravne odpovede: A, A aC,B,D, AaB.
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V nasledujtcich tlohéch zvolte spravnu odpoved, resp. spravne odpovede.

1.

Stred S a polomer r kruznice x2 + y? — 6x + 10y — 15 = 0 je

A) S=[-6,10], r =T7. B) S=[3,-5],r=".
C)S=[-53],r=". D) S =[6,-10], r = 5.
. Rozhodnite, analytickym vyjadrenim akej kuzelosecky je rovnica 922 — 16y? — 36z + 32y — 124 = 0.
A) Kruznice. B) Elipsy.
C) Hyperboly. D) Dané rovnica nie je rovnicou kuZelosecky.

Priesec¢nik priamok danych rovnicami z — 2y +5 =0 a 3z — 2y + 3 = 0 je bod

A) [1,3]. B) [3,1]. C) [-1,-3]. D) [-1,3].

Priamka p je uréend bodmi [5, 1] a [2, 7]. Priamka, ktora je kolm4 na priamku p a prechddza bodom [—1, 3]
ma rovnicu

A) 3x+6y—21=0. B) —z+3y=0. C)z+2y—5=0. D)z —-2y+7=0.

Obsah trojuholnika ohrani¢eného stiradnicovymi osami a priamkou danou vSeobecnou rovnicou 5z + 4y —
20 =0 je

A) 20. B) 10. C) 5. D) 4.

Spravne odpovede: B, C, A, A a D, B.
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