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Predhovor 1

Predhovor

Tento ucebny text je urceny poslucha¢om prvého rocnika inzinierskeho studia Strojnickej
fakulty Technickej univerzity v Kosiciach studijného programu Pocitacova podpora strojarskej
vyroby a tematicky je orientovany na predmet Aplikovand matematika.

V ucebnom texte s uvedené podstatné teoretické poznatky potrebné ku rieseniu tuloh, rie-
Sené priklady a tlohy na rieSenie z priblizného rieSenia rovnic a ststav rovnic, aproximacie
a interpolacie funkcii, priblizného vypoctu urcitych integralov, priblizného riesenia diferencial-
nych rovnic a zékladnych statistickych metdd.

Obsah je dostatoénym zakladom pre stidium a tspesné absolvovanie spominaného pred-
metu.

Obom recenzentom prof. RNDr. Jozefovi Dzurinovi, CSc. a doc. RNDr. Blanke Baculiko-
vej, PhD. dakujeme za dosledné postdenie tejto uc¢ebnej pomdcky. Ich cenné pripomienky, rady
a odporucania prispeli ku zvyseniu kvality tejto publikacie.

V Kosiciach dna 1.11.2013 Autori
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Kapitola 1

PribliZzné rieSenia rovnic a sustav
rovnic

1.1 Priblizné rieSenie rovnic f(x) =0
V tejto kapitole sa budeme zaoberat hladanim redlnych rieseni (korernov) rovnice

flz) =0 (1.1)

na kone¢nom intervale I = (a;b). Redlne ¢islo z* nazyvame rieSenim rovnice (1.1), ak plati

.....

tika v8ak poskytuje aparat na najdenie pribliznych hodnét koretiov. Cislo « nazyvame pribliznou
hodnotou alebo aprorimdciou koreria x* s presnostou e, € > 0, ak plati

|z* — x| <e. (1.2)

V niektorych pripadoch budeme rozliSovat rovnice algebraické a rovnice transcendentné.
Algebraickou rovnicou stupiia n rozumieme rovnicu tvaru

ant™ 4 an_12" '+ a1z +ap =0, an # 0, (1.3)
t.j. rovnicu (1.1), v ktorej f(x) = P,(z). Ak rovnica (1.1) nie je algebraicka, hovorime, Ze je
transcendentnd.

1.1.1 Separacia korenov

Ak hladame rieSenia rovnice (1.1), tak je potrebné uréif, kolko ma rovnica koreniov a kde sa
nachadzaju. Separdciou koreriov rovnice (1.1) rozumieme

e urcenie poctu koretiov (prip. po¢tu korenov istej vlastnosti) rovnice (1.1)

e urcenie separacného intervalu pre kazdy koren, pricom separacnym intervalom korena x*
rozumieme taky interval (a;b), pre ktory plati:
e f(x) je spojita na (a;b),
o ¥ € (a;b),

e okrem korena z* v (a;b) nelezi ziadny iny koren.
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Pri separacii s podporou pocitaca zvicSa vyuzivame program pre kreslenie grafu funkcie
a fakt, ze korene rovnice (1.1) st z-ové sturadnice priese¢nikov grafu funkcie y = f(x) s osou 0.
Nechame vykreslit graf funkcie y = f(x) na vhodnom intervale (z4; x5) a uréime pocet koretiov
a ich separacné intervaly. Je vSak treba si uvedomit, ze

e (x4;xp) musi byt podmnozinou definiéného oboru funkcie f, v opa¢nom pripade ddjde
k predcasnému ukonceniu (padu) programu,

e pri vypocte hodnot funkcie f moze dojst vplyvom nevhodného vyberu (z4;xp) k prete-
¢eniu (napr. pri pokuse o vypocet hodnoty €3 alebo e~
dojde k predéasnému ukoncéeniu programu,

v type real v Turbo Pascale

e graf kreslime na kone¢nom intervale, a teda niektoré prieseéniky (pri transcendentnych
rovniciach ich mo6ze byt dokonca nekonecne vela) grafu s o, sa nezobrazia (pri algebraic-
kych rovniciach sa tomuto problému vieme vyhnuit - vid vetu 1.4).

Pri separéacii koretiov rovnic mdzeme vyuzivat vety, ktoré sa tykaja poctu a polohy koremov
tychto rovnic. Uvedieme aspon niektoré z nich.

Veta 1.1 Nech funkcia f(z) je spojitd na intervale (a;b) a nech f(a)- f(b) < 0. Potom md
rovnica f(x) = 0 na intervale (a;b) asporn jeden koreri.

Je treba si uvedomit, Ze opa¢néa veta neplati. Napr. rovnica cosz —1 = 0 ma v intervale (—m, 7)
koren z* = 0, ale f(—n)- f(m) =4 > 0.

Ak budeme testovat, ¢ aproximécia korena spliia pozadovani presnost, budeme ¢asto vy-
uzivat nasledujuci jednoduchy doésledok vety 1.1.

Déosledok 1.1 Nech funkcia f(z) je spojita na intervale (a;b) a nech rovnica f(x) = 0 md
v tomto intervale jediny koreni x*. Nech ¢isla x a e, € > 0, su také, Ze (x —e;x +¢) C (a;b).
Ak f(x —e) - f(z+¢) <0, tak = je aprorimdciou korena x* s presnostou €.

Veta 1.2 Algebraickd rovnica nepdrneho stupria md aspon jeden redlny korerl.

Veta 1.3 (Descartova veta) Pocet kladnych koreriov algebraickej rovnice (1.3) je rovny po-
¢tu znamienkovych zmien v postupnosti koeficientov an, an—1, ...a1, ay (nulové koeficienty
newvazujeme) alebo je o pdrny pocet nizsi.

Vetu 1.3 mozeme vyuzit aj pri urcovani poc¢tu zapornych korenov rovnice P,(z) = 0. Staci si
uvedomit, ze ak z* je kladny koren rovnice P,(—xz) = 0, tak —z* je zdporny koren rovnice

P,(x) =0.
Veta 1.4 Pre kazdy koreni x* algebraickej rovnice (1.3) plati

A
o<1+ 1.4
e < 1 (14)
kde
A = max{|a,—1], |an—2],...,|a1], |aol}.

Z vety 1.4 vyplyva, Ze pri separacii koreniov rovnice (1.3) pomocou pocitaca staci vykreslit graf
funkcie na intervale (z4; ), kde

A A

a:d:—l—— a:hzl—l——.
|an| |an|

Separéaciou ziskame len ,hrubé“ hodnoty koreniov. Vypoéitat aproximécie korenov s danou
prenostou moézeme pomocou niektorej z metéd popisanych v dalsom.
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Priklad 1.1. Separujme korene rovnice 2x° — 82° + 8z — 3 = 0.

Riesenie. V prostredi X(PLORE) nakreslime graf funkcie y = 22° — 82% 4+ 82 — 3 na intervale
(0;2) prikazom

graph(22"5 — 823 + 8z — 3,z = 0 to 2),
(pozri obr. 1.1).

Y y=2x"—8x3+8x—3

Obr. 1.1: Obrazok k prikladu 1.1.

Graf funkcie pretina os o, v bodoch 73, x4, x%, a tak zadana rovnica ma prave tri korene.
T 1 29 3
Pre kazdy koren uré¢ime separacny interval

x] € (0,4;0,6), x5 € (0,6;1), =5 € (1,6;1,8).

Priklad 1.2. Uréme interval, v ktorom sa nachddzaji vsetky korene algebraickej rovnice
20° — 82% + 8z — 3 = 0.

RieSenie. Hladany interval ur¢ime pomocou vztahu (1.4), kde A = max {|—8|, |8, |-3|} = 8.
Teda
8
Tg=—-1— > =5,
2]
8
rp =1+ — =05.
2|

Vsetky korene zadanej rovnice lezia v intervale (—5;5).

Priklad 1.3. Grafickou metddou separujme redlne korene rovnice Inx — % =0.

. b4 3 z /. . . /. 2 7’ ./
RieSenie. Upravime dant rovnicu na ekvivalentny tvar Inz = % a nakreslime grafy funkcii

y=Inzay= %. Z obr. 1.2 vidime, ze grafy tychto funkcii sa pretinaji v dvoch bodoch z7j
a .

. 2 ,
Teda rovnica Inx — % = 0 ma dva korene

x] € (1;1,5) axj € (2,5;3,5) .
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*'*'(E
xr 2 x5 4

y=Inz

Obr. 1.2: Obrazok k prikladu 1.3.

Priklad 1.4. Grafickou metddou separujme redlne korene rovnice 7> — 6z — 1 = 0.

RiesSenie. Dand rovnica méa zrejme realny koren x = 1. Zistime, ¢i rovnica mé este dalSie redlne
korene. Upravime rovnicu na ekvivalentny tvar 723 = 62+ 1 a nakreslime grafy funkcii y = 723
ay = 6x + 1. Z obr. 1.3 vidime, Ze okrem bodu x5 = 1 sa grafy danych funkcii pretinaja aj
v dalsich dvoch bodoch =} a z3.

2173
y=>6x+1 y =T

Obr. 1.3: Obrazok k prikladu 1.4.

Teda rovnica 7z — 62 — 1 = 0 m4 tri korene so separa¢nymi intervalmi z} € (—1; —0,5),
x5 € (—0,5;0), x5 = 1.

Priklad 1.5. Grafickou metddou separujme zdporny korer rovnice x - arctgx — 2 = 0.

Riesenie. Upravime dant rovnicu na ekvivalentny tvar arctgz = % a nakreslime grafy funkcii
=arctgray= % Z obr. 1.4 vidime, Ze grafy tychto funkcii sa pretinaja v dvoch bodoch z7
a 3.
Teda rovnica z - arctgx — 2 = 0 ma dva korene, pricom zaporny koren x] lezi v intervale
(—2;—1,5).
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Obr. 1.4: Obrazok k prikladu 1.5.

Ulohy

V dlohach 1.1 — 1.10 separujte redlne korene rovnice.

1.1 423 — 222 — 42 —-3=0 16 Yz +2—22=0
1.2 22 + 42 + 42 —4=0 17¢2 —a?+224+1=0
1.322° - 823 +8:-3=0 1.8In(z+7) —(z—1)2=0
142 42t + 422 -2=0 1.9 loggz —22+4=0

3 . 23
1'5x+1_6 =0 1.10arctg(x—1)—%:0

V dlohach 1.11 — 1.15 grafickou metédou separujte realne korene rovnice.

1114 —2e* =0 1.14 cosw—gz()

—2 2
112 44 —-2"=0 1.15 arctgz —x+3=0

ZL’2

1.13Inz——=0
nT— -

V dlohach 1.16 — 1.20 grafickou metédou separujte dany redlny koren rovnice.

1.16 22 + 322 — 0,7 = 0, najvicsi zaporny korei
1.17 ¢* — 32z — 11 =0, =zaporny koren
1.18 2z —Inx — 7 =0, najmensi koren

1.19 sinz — 22?4+ 82 — 6 = 0, maximalny koreii
2
x . . .
1.20 5 arctgx = 0, najvicsi koren
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1.1.2 Metdda bisekcie

Predpokladajme, Ze hladdme koren z* rovnice (1.1). Nech separa¢ny interval korena z* je
interval (a;b) a nech f(a)- f(b) < 0. Ak rozdelime interval (a;b) na polovice, tak mézu nastat
tri pripady. Koren x* lezi (presne) v strede intervalu, koren lezi v lavej polovici intervalu (a; b),
koren lezi v pravej polovici intervalu (a;b). O tom, Ze tento postup moézeme v pripade potreby
zopakovaf a spresnit polohu koretia z* hovori nasledujtca veta.

Veta 1.5 Nech z* je koren rovnice f(x) =0 a nech interval {(a;b) je jeho separacny interval.
Nech f(a) - f(b) < 0. Hladajme postupnost intervalov {{a;bg)} a postupnost bodov {xy},
k=0,1,2,... nasledovne.

1. Pre k =0 polozime ag = a, bg = b.
2. Ak je definovany interval {ay;by), polozime

ap + by
T = 9 y

teda xy, je stred intervalu {ay;by).

3. Ak je f(xp) = 0, tak dalsi interval nevytvarame, pretoZe xy, je presnd hodnota korera.
Ak je f(ag) - f(xg) < 0, tak polozime a1 = ay, bry1 = xp (podla vety 1.1 koren lezi
v intervale {ay;xk)). Ak je f(xg) - f(b) < 0, tak poloZime api1 = xk, bpr1 = by, (podla
vety 1.1 koren lezi v intervale (zy;by) ).

Ak je postupnost {xy} konecénd, tak jej posledny clen je koreri x*. Ak je postupnost {xj} neko-
necnd, tak ma limitu a plati
lim x;, = 2*.
k—o00
Navyse pre kazdé k =0,1,2,... platt
b—a

W. (1.5)

|z* — xk| =

Priklad 1.6. Bisekciou vypocitajme vsetky redlne korene rovnice x° + 1,8z +2,1 =0 s pres-
nostou e = 5-1073.
RieSenie. Na urcenie polohy koretiov rovnice pouzijeme vztah (1.4), kde A = max {|1,8|, |2,1|}
= 2,1, teda pre kazdy koren z* rovnice plati |z*| < 1 + 211 = 3,1. Preto vsetky realne korene
rovnice lezia v intervale (—3,1;3,1).

V programe X(PLORE) nakreslime graf funkcie f(x) = 2% + 1,82 + 2,1 prikazom

graph(z"3 + 1.8x + 2.1, = —3.1 to 3.1)

(pozri obr. 1.5.) Graf funkcie y = f(x) pretina os o, prave v jednom bode, a tak zadana rovnica
maé prave jeden korei. Separaény interval korenia z* je (—1;—0,5).

Pretoze f(—1) < 0 a f(—0,5) > 0, je f(—1) - f(=0,5) < 0, a tak polozime ay = —1,
bg = —0,5. Vypocitame

b
zo = QOTJFO — 0,75
Kedze f(x0—0,005)- f(zo+0,005) = f(—0,755)-f(—0,745) = 0,1073 > 0, pokrac¢ujeme vypoctom

dalsej aproximécie. Pretoze hodnota f(xo) = f(—0,75) = 0,3281, je f(ao) - f(zo) < 0, a tak

polozime a1 = ag = —1, by = xg = —0,75. Nasledujica aproximécia je
b
2y = “1; L — 0875

Rovnako postupujeme aj v dal$ich krokoch. Vysledky vypoctov st v nasledujtcej tabulke.
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y=x>+1,.82x-2,1
*1/ 1

Obr. 1.5: Obrazok k prikladu 1.6.

k] ar | b | wme | fla) || flak—e)- flakte) ]
0 -1 05 | 075 | 03281 0.1073
1 -1 -0,75 -0,875 | -0,1449 0,0206
2| -0,875 | -0,75 -0,8125 | 0,1011 0,0099
3| -0,875 | -0,8125 | -0,8438 | -0,0194 -0,00001

Pretoze f(xz3 — 0,005) - f(xz3 + 0,005) < 0, podla dosledku 1.1 sme ziskali hfadany korer

o* = 25 = —0,8438.

Priklad 1.7. Bisekciou vypocitajme najuicsi koreri rovnice cosx — 22 + 2z —1 =0 s presno-
stou e = 1072,

Riesenie. Korene zadanej rovnice odseparujeme grafickou metédou. Rovnicu upravime na ek-
vivalentny tvar cosz = 22 — 22 + 1 a nakreslime grafy funkcii y = cosz a y = 2? — 2z + 1.
Z obr. 1.6 vidime, ze grafy tychto funkcii sa pretinaju v dvoch bodoch z] a z3. Ich separacné
intervaly su z] € (—0,5;0,5) a =} € (1;1,5).

: Il
* Bl * !
o ! mQ\r
Yy=COST

Obr. 1.6: Obrazok k prikladu 1.7.
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Vzhladom na zadanie prikladu vypocet vykoname iba pre vicsi koren z* = z3. Kedze
f(1)- f(1,5) =0,540 - (—=0,179) < 0, polozime ag = 1, by = 1,5. Vysledky vypoctov su uvedené

v nasledujtcej tabulke.

k] ar | b | we | flw) | flak—e) flapt+e) ]
0 1 1,5 1,25 0,253 0,064
1 1,25 1,5 1,375 | 0,054 0,003
2| 1,375 1,5 1,438 | -0,059 0,003
31 1,375 | 1,438 | 1,406 | -0,001 -0,0003

Pretoze f(x3 — 0,01) - f(z3 4+ 0,01) < 0, podla désledku 1.1 hladany koren z3 nadobuda

pribliznd hodnotu
Ty = 3353) = 1,406.

Ulohy

V tlohéch 1.21 — 1.40 bisekciou vypocitajte dané redlne korene rovnice s presnostou e.

1.21 2® —2 —1=0, vSetky korene, ¢ =5-10"3

1.22 223 + 322 — 0,5 =0, vsetky korene, ¢ =19-10"3

1.23 23 + 22?2 — 42 — 5 =0, najmensi koreri, &= 102

1.24 2% + 0,922 + 1,12 — 7,8 = 0, vSetky korene, ¢ =9-10"3
1.25 2° — 0,222 — 2,32 — 1,6 = 0, vSetky korene, ¢=5-10"3
1.26 z* — 62 —1 =0, vsetky korene, ¢ =7-10"3

1.27 22* — 223 — 22 4+ 0,5 = 0, najmensi kladny koren, &= 102

1.28 2° — 2 —4 =0, vSetky korene, ¢ =103

1.29 2° — 52* + 523 —2 =0, vSetky korene, &= 10"2
1.30 5,7¢ — 3 = 0, vSetky korene, &= 1073

1.31 4 — ze” =0, vSetky korene, & =2-1072

1.32 ¢* — 32z —7=0, vsetky korene, ¢ = 1073

1.33 ¢® — 0,50 — 2 =0, najvicsi koret, & = 1073

1.34Inz — 2 +5=0, najvicsi koreti, e =9-1073
2
1.35 Inxz — % =0, vsetky korene, ¢=9-1073

1.36 2 +sinz —3 =0, vSetky korene, ¢ =19-1073

1.37 sin2z 4+ 2 +1 =0, vsetky korene, ¢=9-10"3

1.38 cosz — 22 — 0,5 =0, zaporny koreti, ¢ =9-1073
1.39 tgx + 6x — 2 =0, najmensi kladny koren, ¢ = 102
1.40 arctg (x +1) + 2 =0, vsetky korene, ¢ =5-10"3
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1.1.3 TIteraéna metoda

Upravme rovnicu (1.1) tak, aby sme ziskali ekvivalentnd rovnicu tvaru

x = g(x). (1.6)

Zvolme pociatoéné priblizenie zo € (a;b) a dalsie ¢leny postupnosti {z}} pocitajme podla
vztahu
Tr+1 = g(xg), k=0,1,... (1.7)

O tom, za akych podmienok ziskané postupnost {z} konverguje k rieseniu rovnice (1.6), a teda
aj rieSeniu rovnice (1.1), hovori nasledujtca veta.

Veta 1.6 Nech funkcia g(x) je spojita na intervale (a;b) a zobrazuje interval (a;b) do seba,
t.J.
! pre kazdé x € (a;b) je g(x) € (a;b). (1.8)
Nech existuje spojitd ¢'(x) na (a;b) a ¢islo q, 0 < ¢ < 1, také, Ze
lg'(z)| < q pre kaZdé x € (a;b). (1.9)
Potom pre lubovolni volbu pociatocénej aprozimdcie xg € (a;b)
1. rovnica (1.6) md jediné riesenie x* na (a;b),
2. postupnost {xy} dand vztahom (1.7) konverguje ku x*, t. j.

lim z, = %,
k—o0

3. pre kazdé k > 1 plati

k
q
* — — ¥ = — .
|x* — x| l—q’:Ek Tp—1] a |zt — l—q’xl xo
Y
g@) f------—>
9(@o) | -
|
To

Obr. 1.7: Iteracnd metoda.

Rychlost konvergencie itera¢nej metédy zavisi na hodnote ¢ (teda na hodnotéach |¢'(z)]).
Pre ¢ — 0™ metdda konverguje rychlo, pre ¢ — 1~ zasa pomaly.
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Priklad 1.8. Iteracnou metddou vypocitajme vsetky redlne korene rovnice 2x —Inx —5 =10
s presnostou € = 1074,

RieSenie. Korene zadanej rovnice mozeme separovat grafickou metédou. Upravime rovnicu
na ekvivalentny tvar 2z — 5 = Inx a nakreslime grafy funkcii y = 2z — 5, y = Inx (pozri obr.
1.8).

Na obr. 1.8 vidime, Ze rovnica mé dva korene z] a z%, kde x5 € (3;4). Separacny interval
korena 7 spresnime tabulkou hodnét funkcie f(x) =2z —Inx — 5.

z | 0,001 0,01
F(z) | 1,90976 | -0,37483

Z tabulky je zrejmé, ze z7 € (0,001;0,01).

/

Obr. 1.8: Obrazok k prikladu 1.8.

Upravime rovnicu 2z — Inz — 5 = 0 na tvar z = 2Zt5 5 zistime, & funkcia g(z) =
p 3 , g

spliia na separaénych intervaloch predpoklady vety 1.6. Plati ¢/(x) = ﬁ Funkcia g() je spojita
na intervaloch (0,001;0,01), (3;4) a spojite diferencovatelna na intervaloch (0,001;0,01), (3;4).

Pre 0,001 < 2 < 0,01 je g(z) € (—0,95387;1,19741), a tak nie je splneny predpoklad (1.8)
vety 1.6. Preto navrhovana tprava zadanej rovnice na separa¢nom intervale (0,001;0,01) nie je
vhodné. Z tohoto dévodu upravime zadant rovnicu 2z —Inx—5 = 0 na tvar = e?*~°. Funkcia
h(z) = €?*75 je spojita na (0,001;0,01) a h'(z) = 2e**75 je spojitd funkcia na (0,001;0,01).
Pre 0,001 < z < 0,01 je h(z) € (0,00676;0,00687) C (0,001;0,01) a |W(z)| € (0,01351;0,01374),
a tak |h/(x)] < 0,013746 < 1. Predpoklady vety 1.6 st splnené, teda aproximécie korefia x7}
budeme pocitat vztahom

Inz+5
2

(k)
m&kH) =e*1 "% pre k=0,1,2,...

Za zadiatofnu aproximaciu korena =7 mozeme zvolif Tubovolni hodnotu z intervalu (0,001; 0,01).

Zvolime napriklad stred separa¢ného intervalu xgo) = 0,0055. Kedze

F@” = 0,0001) - £(z\”) +0,0001) = £(0,0054) - £(0,0056) = 0,04555 > 0,
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pokracujeme vypoctom dalSej aproximécie

©

)
2l = 27175 = 0,00681.
Pretoze
F@ —0,0001) - (=Y +0,0001) = £(0,00671) - £(0,00691) = —0,00020 < 0,

vypocet ukonc¢ime a polozime

ot = iV = 0,00681.

Zaoberajme sa teraz vypoc¢tom druhého korena z3 € (3;4). Pre 3 < = < 4 je g(x) €
(3,04931;3,19314) C (3;4) a |¢'(z)| € (3;¢), teda |¢/(z)| < § < 1. Predpoklady vety 1.6 s
splnené, teda aproximaécie korenia x3 budeme poécitat pomocou vztahu

nz{¥ 45
:pgﬁl):%, pre k=0,1,2,...

(0)

Z\/Olime Zaéiatoénﬁ a rOXiméCiu koreﬁa $* na riklad X = 3 5. Potom nasledu'ﬁca aproxi-
29 2 )
macia je

(1) _In xgo) +5

a g = 312638

Pretoze f(z$" —0,0001)- f(z$" +0,0001) = £(3,12628) £(3,12648) = 0,01274 > 0, pokracujeme
vo vypocte dalSej aproximaécie

@) In J:gl) +5

) 5 = 306994,

Vysledky vypocétov st uvedené v nasledujtcej tabulke.

(K] &P Ts6P —o) 1@ +o) ]
0 3.5 0,55836
1 3,12638 0,01274
2 3,06994 0,00033
3 3,06083 0,00001
4 3,05934 0,0000002
5 || 3,05910 -0,00000002

Pretoze f(z” —0,0001)- f(z$” +0,0001) < 0, podla désledku 1.1 sme ziskali hladany koref
x5. Plati

zp = 2l = 3,05910.
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Priklad 1.9. Iteracnou metddou vypoclitajme vietky redlne korene rovnice x> —5x —5 =0
s presnostou ¢ = 1074,

RieSenie. Vsetky redlne korene algebraickej rovnice z3 — 5z — 5 = 0 lezia podla vety 1.4

v intervale

max {|-5: -5} _
1]

|lz*| < 1+ 6,

teda z* € (—6;6). V programe X(PLORE) nakreslime graf funkcie f(z) = 2® — 52 — 5 na in-
tervale (—6;6) prikazom

graph(z"3 — 5x — 5,2 = —6 to 6)
(pozri obr. 1.9). Graf funkcie f(z) pretina os o, prave v jednom bode, a tak dand rovnica ma
jediny koren z*. Nech separa¢ny interval korena je z* € (2;3).

Obr. 1.9: Obréazok k prikladu 1.9.

Upravime zadant rovnicu na tvar r = 3”35 %, Funkcia g(z) = :’“"35: 2 je spojitd na intervale
(2;3) a jej derivacia ¢'(x) = % je spojitéd na (2;3). Avsak pre 2 < z < 3 je % < g(z) < %
Kedze %; %> ¢ (2;3), predpoklad (1.8) vety 1.6 nie je splneny, a tak navrhovand uprava
rovnice nie je vhodnaé.

Zadant rovnicu teda upravime na iny tvar, a to na x = v/bx + 5. Funkcia h(z) = V/bx +5
je spojité na (2;3) a spojite diferencovatelnd na (2;3). Pre 2 < x < 3 je h(z) € (V/15; v/20) C

2;3 funkeiu #'(z) = ——=—— plati, ze |W/(z)| < W 0,27403 < 1. Predpo-
(2;3) a pre funkciu h/(z) Smpal, ze | (ac)\_;&gg“ ()] <0, < redpo
klady vety 1.6 st splnené.

Zvolime zaciatoCni aproximaciu korena x*, napriklad xg = % = 2,5. Nasledujtce aproxi-

macie poc¢itame pomocou vztahu
Tre1 = /brp +5, pre k=0,1,2,...

Vysledky vypoctov st zaznamenané v nasledujtcej tabulke.
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(k] an [ flaw—e) flax+e) |
0 2,5 3,51562
1 2,59625 0,23159
2 2,61983 0,01390
3 2,62555 0,00081
1 2,62603 0,00005
5 2,62726 0,0000003
6 || 2,62734 -0,000002

Pretoze f(xg — 0,0001) - f(zg + 0,0001) < 0, vypocet ukon¢ime a hladany koren polozime

xt =g =2,

62734.

Ulohy

V tlohéach 1.41 — 1.60 itera¢nou metédou vypocitajte dané redlne korene rovnice s presnostou e.

1.41 2? — 42 —15=10, vsetky korene, &= 1072

1.42 223 — 52 — 2 =0, najmensi koreni, ¢=25-10"3

1432 —2-1=0, vietky korene, ¢ =103
1.44 2* — 52° + 62 — 1 =0, vSetky korene, &=
1.45 2° — 3z — 1 =0, kladny koreti, =103

1.46
1+ 22

1.47 zv/x +1 =3, vsetky korene, ¢ =103
148 ¢ — 24+ 2 =0, vSetky korene, ¢ =5-10"3
1.49 223 — e =0, vSetky korene, &= 1073
1.50 ?® + 2 =0, vsetky korene, ¢ =3-10"2

1073

—x—3=0, vsetky korene, ¢ =103

1.51 e — 15+ 2% =0, vsetky korene, ¢ =103

1.52 2.3z — 2¥ =0, najmens$i kladny koreni, ¢ =

1.53 22% — 3% =0, najmensi koreri, ¢ = 1073

1073

1.54 2z —Inx — 7 =0, najvicsi koreni, € =103

1
1.55 2lnz — — =0, vSetky korene, &= 1073
T

1.56 3z —logz — 6 = 0, najvicsi korenr, € =15-10"3

1.57 x —sinx — 0,75 = 0, vSetky korene, ¢ =2-
1.58 tgx + 7x — 7 =0, najmensi kladny koren,

1.59 z? — arctgz = 0, najvicsi koreri, ¢ = 10~*

1.60 arctg (22 — 3) +x — 5,7 =0, vsetky korene, &= 1073

1073
e=10"%
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1.1.4 Newtonova metdda

Hladajme taky tvar x = g(x) rovnice (1.1), aby itera¢nd metéda konvergovala rychlo, teda aby
|¢'(x)| bola v okoli korenia z* blizka nule. Nech f(x) je dvakrat diferencovatelnd a f’(z) # 0
na (a;b). Vynasobme rovnicu (1.1) funkciou ﬁi) a pripoc¢itajme k takto upravenej rovnici x.
Méame

f(x)
fi@)’

r=x— teda g(z)=x—

Pretoze f(z*) =0, tak

(F'@@)* = fa) @) _ (@)

=0.
(f'(a*)? (f'(z*)?

g@)=1-
A teda na okoli bodu z* by mala byt ¢/(z) blizka nule. Sformulujeme teraz prislusni vetu.

Veta 1.7 Nech z* je korerni rovnice f(x) =0 a (a;b) je jeho separacény interval. Nech f(x) je
dvakrdt diferencovatelndg a f'(x), f"(x) st nenulové a nemenia znamienko na {(a;b). Ak bod
o € <a; b) je tak?j: zZe f(.%'()) : f//(.T[)) > 0; a

x
Thyl = Tfp — ]J:’((a:lz)) pre k=0,1,2,...,

tak postupnost {xy} konverguje ku x*, t.j. klim T = x*.
—00

rd

Obr. 1.10: Newtonova metdda.
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Priklad 1.10. Newtonovou metddou vypocitajme kladny koreri rovnice €2* — 2z — 2,5 = 0 s pres-
nostou € = 1073,

RieSenie. Zadanti rovnicu upravime na ekvivalentny tvar e?* = 2x + 2,5 a nakreslime grafy
funkcii y = e?* a y = 22+ 2,5. Z obr. 1.11 vidime, Ze grafy tjchto funkcii sa pretinaji v dvoch
bodoch z7] a z5. Nas vSak zaujima iba kladny koren zadanej rovnice =5 = x*, ktorého separacny
interval je z* € (0;1).

y=2xr+2,5

—1.7:5*{' 0.5 w1 7

Obr. 1.11: Obrazok k prikladu 1.10.

Vypocitame derivacie f'(z), f”(z) a odhadneme ich hodnoty na intervale (0;1). Funkcia
f'(x) = 2e* — 2 nesplita na intervale (0;1) podmienku f’(z) # 0, pretoze f'(0) = 0. Preto
upravime separa¢ny interval napriklad na tvar (0,2;1).

Odhadneme hodnoty najskor prvej derivacie f'(z) = 2e2* — 2. Kedze 0,2 < x < 1, tak
2e0% — 2 < 2e2% — 2 < 2e? — 2, teda f'(x) > 2e0* —2 > 0.

Pre x € R je f"(x) = 4€2* > 0.

Zvolime zaciato¢nii aproximaciu zq tak, aby f(xq) - f”(zo) > 0. Kedze f(1) - f”(1) > 0,
polozime xg = 1 a vypoc¢itame nasledujtce aproximéacie pomocou vztahu

x
Tkl = Tf — JJ:’((x’;))’ pre k=0,1,2,...

Feda f(zo) 2,8801
To y
=1x9 — =1- = 0,7739.
P10 ) 12,7781
Pretoze f(z1 —0,001) - f(z1 + 0,001) > 0, poc¢itame dalsiu aproximaciu o
f(a1) 0,6534
=x1 — =0,7739 — = 0,6856.
TEEIT g) T 74023

Opét f(ze—0,001)- f(z240,001) > 0, a tak pokrac¢ujeme vo vypocte nasledujticej aproximécie.
Vysledky vypoctov st uvedené v tabulke.

Lk e | flw) | faw) [ far—e) flaxte) |
0 1 2,8891 | 12,7781 8,3466
1170,7739 | 0,6534 | 7,4023 0,4268
2 || 0,6856 | 0,0691 | 5,8808 0,0047
30,6739 20,00003
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Pretoze f(z3 —0,001) - f(z3+ 0,001) < 0, pre hladany koren z* plati

" = x3 =0,6739.

Priklad 1.11. Newtonovou metddou vypocitajme vsetky korene rovnicesinxz — 6lnx = 0 s pres-
nostou ¢ = 1073,

Riesenie. Korene zadanej rovnice odseparujeme grafickou metédou. Upravime zadant rovnicu
sinz — 6lnx = 0 na ekvivalentny tvar sinz = 6lnx a nakreslime grafy funkcii y = sinz,
y = 61lnx (pozri obr. 1.12). Grafy funkcii sa pretinaju v jednom bode, teda zadana rovnica ma
prave jeden koren z* € (1;2).

y=6lnx

y=sinz

Obr. 1.12: Obrazok k prikladu 1.11.

Nech f(z) = sinxz — 61nz. Vypocitame f'(z), f”(x) a odhadneme ich hodnoty na intervale
(1;2). Plati f/(z) = cosz — S a f”(x) = —sinz+ 5. PretoZe pre kazdé z € R je —1 <sinz < 1
a—lScosxﬁ1,takprel§x§2je—7§cosx—g < —Qa%S—sinx—l—z%S’?. Teda
fl(x) < —2<0a f’(z) > 1 > 0 na separacnom intervale (1;2).

Kedze je f”(x) > 0 na separacnom intervale (1;2), zvolime za¢iato¢nt aproximéciu z tak,
aby f(zo) > 0. Nech napriklad xy = 1. Hodnoty aproximaécii st uvedené v nasledujtcej tabulke.

Lk me | flon) | ) | flae—e) flak+e) |
0 1 0,8415 | -5,4597 0,7080
1 1,1541 | 0,0544 | -4,7940 0,0029
2| 1,1655 -0,00002

Pretoze f(z2 —0,001) - f(x2 + 0,001) < 0, vypocet ukonc¢ime a polozime

" = x9 = 1,1655.
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Ulohy

V dlohach 1.61 — 1.80 Newtonovou metédou vypocitajte dané redlne korene rovnice s pres-
nostou e.

1.61 2° — 52+ 3,6 = 0, najmensi koreti, =103

1.62 223 + 2% —4 =0, vsetky korene, ¢ =10"*

1.63 z* + 322 —5 =0, kladny koreii, ¢ =103

1.64 z* — (z 4+ 3)2 =0, zaporny koreii, ¢ = 102

1.65 2° — 2> — 8 =10, vSetky korene, ¢ =5-10"3

1.66 z-2° — 6,3 =0, vsetky korene, &= 1072

1.67 17 — ze” = 0, vSetky korene, &= 1073

T
1.68 (z —1)* — % =0, vsetky korene, &=10"3

1.69 ¢** — 22 — 25 =0, zaporny korefi, &= 1073
170 e —2 4 2% = 0, najmensi koreti, ¢ = 1073
1.71 e * —lnz =0, vsetky korene, ¢=15-10"3
1.72Inz + 22 — 4 =0, vSetky korene, =106
1.73 2z —logz — 7 =0, najvicsi korent, € = 1072
1.74 sinx + 22 — 7,5 =0, vSetky korene, &= 1073
1.75 22 — 4sinz — 1 =0, vsetky korene, =103

1.76 sing 4+ 4 2% =0, najvicsi koreni, =102

1.77 cosz — 2* =0, najmens{ koreti, =107
1.78 cosz + 22 — 4z + 3 =0, vsetky korene, ¢ =106
1.79 arctgx — 22+ 4z —3=0, najmensi koret, & = 1073

1.80 arctg (z +2) — e * =0, vsetky korene, &= 1073

Popisali sme tri metody pre priblizné riesenie jednej rovnice o jednej neznamej. Bisekcii sa
vyc¢ita najmé jej pomala konvergencia. Pri sticasnej vysokej vykonnosti bezne pouzivanych po-
¢itacov vSak tento argument straca vahu. Naopak, jej velkou vyhodou je jednoduchost a mala
naroc¢nost na overovanie podmienok konvergencie, a preto jej pouzitie mozno jednoznacne dopo-
rucif. Nevyhodou itera¢nej a Newtonovej metédy je naro¢na pripravna faza (vypocet derivécii,
ich ohranicenie). Je sice pravda, ze aj tuto ¢ast rieSenia tlohy je mozné zverit pocitacu, ale tato
cesta je programatorsky velmi naroéné (pokial chceme, aby boli vysledky nespochybnitelné).



