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Predhovor

Matematicky zaklad je nevyhnutnou podmienkou pre zvladnutie modernych technickych disciplin. Na
vysoku skolu prichddzaja studenti, ktorych vedomosti z matematiky st rozdielne. Suvisi to jednak s typom
strednej Skoly, ktorti ukoncili, jednak aj s rozsahom hodin vjucby matematiky na jednotlivych skolach.
Tato zbierku sme pripravili s cielom ulah¢it Studentom zvladnutie matematiky v prvom ro¢niku Stiidia na
Technickej univerzite v Kosiciach.

Zbierka je rozdelena do Styroch kapitol. V kazdej kapitole je teoreticka cast, rieSené priklady a tlohy na
precvicenie. Verime, Ze mnozstvo rieSenych prikladov bude dostato¢nou motivaciou na samostatné pocitanie.
Matematike je treba jednak rozumief a jednak mat zrucnosti v poditani, ktoré sa daju ziskat len a len
precvi¢ovanim. Samozrejme, ze nemodzeme ziadat, aby kazdy bol matematikom resp., aby vSetci mali radi
matematiku. AvSak matematika by nemala byf straSiakom, pretoze aj ked to mnohi neradi pripustaju,
poméha chapat veci okolo nés. U¢i logicky myslief, presne sa vyjadrovat a zdovodiiovat tvrdenia.

Citatelovi by sme tiez radi dali do pozornosti publikdciu Pripravny kurz zo stredoskolskej matematiky,
A. Fenovcikovd, G. IZarikovd, TUKE, Kosice 2012. Zbierka obsahuje mnozstvo rieSenych prikladov a nerie-
Senych tloh zo stredoskolskej matematiky. Moze posluzit na zopakovanie, pripadne na doplnenie chybajtucich
poznatkov potrebnjch na tispesné zvladnutie matematiky na vysokej skole.

Chceli by sme podakovat RNDr. Andree Fetiovéikovej, PhD. a Mgr. Marcele Lascsédkovej, PhD. za
starostlivé precitanie textu a za pripomienky, ktoré prispeli k zvysSeniu kvality tejto zbierky.

Vela chuti do uéenia a mnoho tspechov pri rieSeni tloh.

Kosice, jun 2012 autori
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1 Funkcia jednej realnej premennej

1.1 Pojem funkcie, elementarne funkcie

Nech M, P st podmnoziny mnoziny redlnych éisel R. Predpis (pravidlo), podla ktorého kazdému prvku
x € M je priradeny préave jeden prvok y € P nazyvame funkciou jednej redlnej premennej. Funkciu oznac¢ime
f a zapiSeme v tvare y = f(x). Mnozinu M nazyvame definiéngm oborom funkcie f(z) a oznacujeme ju
znakom Dy. Mnozinu P = {y € R: y = f(z), € D;} nazgvame oborom hodnét funkcie f(x) a oznacujeme
ju Hf.

Uvedieme predpisy niektorych elementarnych funkcii:

Funkcia Tvar funkcie

Konstantnd funkcia y=k keR

Linedrna funkcia y=ar+b a,beER a#0
Kvadraticka funkcia y=azr®+bx+c abccRa#0
Nepriama tmernost Y= g, k#0

Mocninovd funkcia y=z",reR

Logaritmickd funkcia ||y =log,x, a > 0,a # 1
Exponencidlna funkcia||y = a®, a > 0,a # 1
Goniometrické funkcie||y = sinx, y = cosz

y=tgz, y=cotgx

Cyklometrické funkcie ||y = arcsinzx, y = arccos

y = arctg x, y = arccotg x

1.2 Defini¢ny obor funkcie

Na uréenie defini¢ného oboru funkcie je potrebné vediet, ze

e menovatel zlomku sa nesmie rovnat nule,

e vyraz pod parnou odmocninou musi byt nezédporny,

logaritmicka funkcia je definovana len pre kladny argument,

e aka>1,tak log,z>0 & z>1,

e ak0<a<l, tak log,z >0 & 0<a <1,

e funkcie y = arcsinz, y = arccos z su definované pre = € (—1,1).
V3—x
x

Priklad 1.1. Zistime definicny obor funkcie f(z) = —— 5

—log; .
RiesSenie

Definiény obor funkcie uré¢ime z podmienok, ze pod padrnou odmocninou musi byt vyraz nezdporny, menovatel
zlomku mé byt rézny od nuly a logaritmus je definovany pre kladny vyraz, t.j.

3—x> 0N xz—2#0 A >0
—r>-3 A T F#2
r< 3.

Vsetky tri podmienky musia platit sti¢asne, preto uréime prienik jednotlivych vysledkov:
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Obr. 1.1: Definiény obor funkcie f(z) = Y222 — log, .

r—2

Definiény obor funkcie je Dy = (0,2) U (2, 3).

2 1
Priklad 1.2. Zistime definiéng obor funkcie f(x) = x—:—Q .
V =z
Riesenie

Pod parnou odmocninou je vyraz nezdporny a menovatel zlomku sa nesmie rovnat nule. RieSime teda ststavu
nerovnic

2z 41
>0 A 2#0.
x+2 = 27
Sustavu mozeme riesit pomocou nulovych bodov. Citatel zlomku je rovny nule pre z = —%7 menovatel
nadobiida nulovii hodnotu pre x = —2. Tieto dva body rozdelia mnozinu redlnych cisel na tri intervaly:
(=00, =2), (=2, —3), (=3, 00). Dosadenim Iubovolnych &isel (okrem krajnych bodov) z dangch intervalov
zistime, kedy vyraz V(z) = Q;j; nadobida kladné a kedy zdporné hodnoty. Dostaneme
2-(-3)+1 -5
—00,—2): z=-3=>V(-3)=——"——=—=5>0
(o0, ~2): (3= = ,
2-(-)+1 -1
(=2,-3): = = V(-1 112 T <0,
2-0+1 1
1
—5 tx=0=V(0)=——=->0.
(=3,0): = 0= =2~

Vysledky mozeme zapisat do tabulky:

1 1 1
v e 222 D[] )
2a+1
i) + X - 0 +
KedZe hladdme tie redlne ¢isla x, pre ktoré je vyraz V(z) = 2;;"; nezaporny, do vysledku okrem intervalov,

kedy je v tabulke znamienko plus, zahrnieme aj nulovy bod ¢itatela. Teda definiény obor funkcie je
1
Dy = (—00, -2)U —5 -
1

Priklad 1.3. Zistime definiéng obor funkcie f(x) = vVa? —4x — 21 +1In (22 — 3) + -t

Riesenie
Zapiseme nerovnice vyplyvajice z podmienok, ze pod parnou odmocninou musi byt vyraz nezaporny, loga-
ritmus je definovany pre kladny vyraz a menovatel zlomku méa byt rozny od nuly, t. .

22 —4x-21>0 A 22-3>0 A x—8#0.

Nerovnicu 22 — 4z — 21 > 0 vyrieSime pomocou nulovych bodov. Vyraz 2% — 4z — 21 = (x + 3)(z — 7)
nadobtida nulovi hodnotu pre xy = —3, xo = 7. Tieto dva body rozdelia mnozinu redlnych ¢isel na tri
intervaly, ktoré zapiSeme do tabulky a podobne ako v predchidzajicej tlohe uréime znamienko vyrazu
v jednotlivych intervaloch:

@ (=00, =3) | =3[(=3, 7)| 7| (7, )
(z+3)(z—7) + o — o] +




Nerovnici 2% — 4z — 21 > 0 vyhovuja tie redlne ¢isla z, ktoré patria do intervalu (—oo, —3) U (7, 00).

RieSenim dalsich dvoch nerovnic dostdvame
3
T > 5 AN x#8.

Vsetky tri podmienky musia platit sti¢asne, preto uréime prienik jednotlivych vysledkov:

AR i

. v s . o 1
Obr. 1.2: Defini¢ny obor funkcie f(r) = va? — 4z — 21 +1In (22 — 3) + =5 -

Defini¢ny obor funkcie je Dy = (7,8) U (8, 00).

iz — 22
Priklad 1.4. Zistime definiéng obor funkcie f(x) = v
In (22 — 5)
Riesenie
Do defini¢ného oboru funkcie patria tie reélne &isla x, ktoré spliiaju nasledujice podmienky:
dr—2*>0 A 22—-5>0 A In(2r—5)#0.

Nerovnicu 4z — 2% > 0 opét rieSme pomocou nulovych bodov. Vyraz V(z) = 42 — 22 = 2(4 — x) nadobtda
nulovi hodnotu pre 1 = 0, 2 = 4. Znamienka vyrazu V (z) v jednotlivych intervaloch zapiSeme do tabulky:

x (=00, 0)]01(0, 4) 4] (4, o0)
z(4 — ) — 0 + |0 -

Z tabulky je zrejmé, ze nerovnica 4z — 2% > 0 je splnend pre x € (0, 4). Z dalsich nerovnic vyplyva
)
20 —5 >0 54 xr > 5,

In(2z—5)#0 <« 20-5#1 < ax#3.

0 1 53 4
2

Obr. 1.3: Defini¢ny obor funkcie f(x) = ¥ ?;;_”52) .

Defini¢ny obor funkcie je Dy = (%,3) U (3,4).

Priklad 1.5. Zistime definicny obor funkcie f(zx) = /logg ; (1 — 3x).

RiesSenie

Vyraz pod parnou odmocninou mé byt nezédporny a logaritmicka funkcia je definovand len pre kladny argu-



ment. Preto rieSime nasledujiicu ststavu nerovnic:

logy, (1 —=3z) > 0 A 1-3z >0
loggq (1 —3z) > logg;1 A —3z > —1
1-3xr <1 A r < %
-3z <0
xz > 0.

Defini¢ny obor funkcie uréime ako prienik dvoch intervalov: (0, 00) N (—o0, 3). Teda Dy = (0, 1).

» .. v . . _ . 3z+2
Priklad 1.6. Zistime definicny obor funkcie f(x) = arccos =5=.
Riesenie

Vieme, Ze funkcia y = arccos z je definovana pre x € (—1,1). Preto musi platit

1< 3:62—2 <1/
—4 < 3x+2 < 4 /-2
6 < 32 < 2 /:3
-2 < x < g
- -3
Defini¢ny obor funkcie je Dy = <—2, §> .
Ulohy
1.1. Urcte defini¢ny obor funkcie.
a) f(x)=3x+5 b) f(z) = —2® + 52+ 6
3z — ./ 1
_ 1 T 3/ 1
)= e £) f(l'):|3m—11\“L T
g) f(r) = Va? +dr+4— h) f(z) =3V
i) f(z) =In(8 —6z) + \/a% j) f(z) = logg (—2* + 5z + 14)
. _ Va? —5x+6
k) /(@) = l+Inz ) f(z) = In (22 —7)
1
m) f(z)=loglnzx n) f(z) = ;jx
6+3
) 7o) =1 (2% p) /(@) = Vlog, 1= 1)
q) f(z) = y/logg 4 2z +7) r) f(x) = arcsin 41'2—1— 1
s) f(z) = arccos > _32:8 t)f(z) = 16\{5@
u)f(x) =we = v)f(z) = 107



Vysledky

Ll.a)R b)R c)R—{-2,2} d) (-2 1) e)(2,6) f)R-{0, 4} g R—{-1,1}
h) (=00, 0)U (1, 00) 1) (1, 3) J) (=2,7) k) (0, 1)U (%, 00) 1)(F,4) U4, )
m) (17 OO) n) <—1, 3) 0)( )U(_l OQ) p) (_007 3> q)( ;,—3> I‘)< % i>
s) (1,4) ) (0,2)U (2, x) )R {0} v) (0, 1)U (1, c0)

1.3 Vlastnosti funkcie jednej realnej premennej

MONOTONNOST FUNKCIE

Funkcia f(z) sa nazyva rastica (klesajica) na mnozine My, My C Dy, ak pre kazdé dve ¢isla x1, 29 € M,
také, ze x1 < zo plati

fla) < flx2)  (f(z1) > flx2)).
Ak M; = Dy hovorime, ze funkcia f(x) je rastica (klesajica).

_____ f )
Y=f(x) ™

| flx,)r - N V=f(x)
Ul | |
X 0 X, x X 0 X, X
Obr. 1.4: Rasttca funkcia. Obr. 1.5: Klesajuca funkcia.

Funkcia f(z) sa nazgva neklesajica (nerastica) na mnozine My, My C Dy, ak pre ITubovolné dve ¢isla
r1,To € My také, Ze v1 < xo plati

flz1) < f(x2)  (f(21) > f(22)).

Ak My = Dy hovorime, ze funkcia f(z) je neklesajica (nerastica).

y y

S O\

0 X 0 X

Obr. 1.6: Neklesajuca funkcia. Obr. 1.7: Nerasttica funkcia.

Funkcie, ktoré sii neklesajice alebo nerastiice nazyvame monotonne. Funkcie, ktoré st rasttuce alebo
klesajice nazyvame rgydzomonotonne.

OHRANICENOST FUNKCIE

Funkcia f(z) sa nazyva zhora (zdola) ohrani¢end na mnozine My, M; C Dy préave vtedy, ked existuje
také redlne ¢islo K (resp. k), ze pre kazdé x € M; plati f(x) < K (f(z) > k).

Funkcia je ohranicend na mnozine M, ak je zhora i zdola ohrani¢ena na mnozine Mj.



y=f(x)

AN B

Obr. 1.8: Funkcia ohranic¢end zhora.

PARNOST, NEPARNOST FUNKCIE

Hovorime, ze funkcia f(z) je pdrna, ak
1. pre Vz € Dy je (—x) € Dy,

2. pre Vz € Dy je f(—x) = f(x).
Hovorime, ze funkcia f(z) je nepdrna, ak

1. pre Vx € Dy je (—x) € Dy,

2. pre Vo € Dy je f(—x) = —f(z).

y=f(x)

Obr. 1.9: Funkcia ohranicend zdola.

Graf péarnej funkcie je simerny podla osi y, graf neparnej funkcie je simerny podla pociatku stradnicového

systému.

PROSTA FUNKCIA

Funkcia f(x) sa nazyva prostd, ak pre kazdé x1, zo € Dy také, ze x1 # x2 plati f(z1) # f(x2).

f(x,)=f(x,)

o S,

O
Rl
x

Obr. 1.10: Prosté funkcia.

INVERZNA FUNKCIA

f(x,)=f(x,)

y

/

X

Obr. 1.11: Funkcia, ktora nie je prosta.

Nech f(x) je prosta funkcia definovana na mnozine Dy s oborom hodnét Hy. Funkciu definovant na H
tak, ze kazdému y € H priradi ten prvok x € Dy, pre ktory plati y = f(z), nazyvame inverznou funkciou
k funkcii f(z). Inverznt funkciu k funkcii f(x) budeme oznac¢ovat f~!(z). Pre funkciu f(x) a k nej inverzni

funkciu f~!(z) plati:

o grafy funkcif f(x) a f~!(z) st osovo stimerné podla priamky y = ,

[ ] Df:Hf—l, Hf :Df—l,

eVzeDs: f (f(x)=a, Vo e Hy: f(f(x))

10

= X.
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e
f(x)

Obr. 1.12: Inverzna funkcia.

Postup uréenia predpisu inverznej funkcie k funkcii y = f(x):

1. Zistime, ¢i je funkcia y = f(x) prosta. Ak nie je (teda neexistuje k nej inverzné funkcia), snazime sa
uréit také intervaly definiéného oboru, na ktorych je funkcia prosta. Inverzni funkciu potom hladdme
k funkcii y = f(x) na prislusnom intervale.

2. V rovnici y = f(z) navzajom zamenime premenné x a y, t.j. dostaneme z = f(y).

3. Z rovnice z = f(y) vyjadrime y pomocou .

PERIODICKA FUNKCIA
Funkciu f(z) nazyvame periodickou, ak existuje kladné redlne ¢islo p také, zZe plati:
1. pre Vo € Dy jeaj (x +p) € Dy a (x —p) € Dy,
2. pre Vo € Dy plati: f(z +p) = f(z), f(z —p) = f(z).
Najmensie kladné redlne ¢islo p danych vlastnosti nazyvame zakladnou periédou funkcie f(x) a oznacujeme

ho T.

Priklad 1.7. Vysetrime pdrnost, resp. nepdrnost funkcie f(x).

a) fz) = a5 +a  b) fla) = 0) f@)=aPcosz ) fla) =

3r+5
Riesenie

a) Funkcia f(z) = —2° + z je definovana na mnozine R, t.j. pre Vo € Dy je aj (—x) € Dy.

5 . . . e

—2° + x = f(z) = funkcia nie je parna

Vypocitame f(—x) = —(—z)° + (—z) = 2° — z 7 1) b ’
= —(—2° + 2) = —f(z) = funkcia je neparna.

Funkcia f(x) nie je parna a nie je ani neparna.

b) Funkcia f(z) = je definovana na mnozine Dy =R — {—2

x

3z 45
Pretoze nie je splnend podmienka, ze pre Vo € Dy je aj (—x) € Dy, funkcia f(z) nie je parna a nie je
ani neparna.

c) Funkcia f(z) = 2% cosz je definovani pre vietky realne é&isla z, t.j. pre Vo € Dy je aj (—z) € Dy.
Vypocitame f(—x) = (—x)2 cos (—as) = 22 cosz = f(x) = funkcia je parna.

d) Defini¢ny obor funkcie f(x ) =x— 2 Je D; =R — {0}, teda pre Vz € Df je aj (—z) € Dy. Vypoc€itame
fl—z)=—a — _l = *I‘F 2= (x — 7) = —f(z) = funkcia je nepérna.

Priklad 1.8. Ndjdime inverzni funkciu k funkcii f(x).

a) fz)=—3z+2  b) f(a)= 2r =5 ¢) f(z) = log (3z + 4)

11



Riesenie
a) Defini¢ny obor funkcie f(z) : y = =3z + 2 je Dy = R, obor hodnot Hy = R.
Funkcia je na celom definicnom obore klesajica, teda je prostd a existuje k nej inverzna funkcia.
Zamenime premenné x a y a vyjadrime y:
r=-3y+2 /-2
x—2==-3y /:(-3)
Tz —2
3

[N =)y

=Y
_2—36
3

9 _
Inverznou funkciou k funkcii f(z) = 3z + 2 je funkcia f~'(z) :y = Tw’ xz €R.

z—5

x
Funkcia je rasttca na intervaloch (—oo, 0), (0, 00), teda je prostd a existuje k nej inverzné funkcia.
Zamenime premenné x a y a vyjadrime y:

b) Funkcia f(z):y = 2

je definovana na mnozine D; = R — {0} a obor hodnét Hy = R — {2}.

2y —5H
== /-y
ry=2y—-5 /-2
xy —2y =—5
o-2=—5 | —
Tz —2
B 5
y__x—Q
1N, 5
@)y =5—
. .. 2¢—5 el 5
Inverznou funkciou k funkcii f(z) = e funkcia f (a:):y:m7 x € R—{2}.

c) Defini¢ny obor funkcie f(x) : y = log (3z + 4) je Dy = (—%, 00). Funkcia je na celom defini¢nom obore
prosta a teda existuje k nej inverzna funkcia. Zamenime premenné = a y a vyjadrime y:
x =log (3y +4)
10" =3y+4 /-4
10°-4=3y /:3

PNy =T

10 -4

Inverznou funkciou k funkcii f(z) = log (32 4 4) je funkcia f~!(z) : y 3

, reR.

Ulohy

1.2. VySetrite parnost, resp. neparnost funkcie f(z).

a) f(z) = —32% +1 B) f@) =
0) fla) =22 d) f(r) = In (4~ a?)
e) f(:c):ngl f) f(z) =x +sinzx

g) f(z) =v2z+1 h) f(z) = ze®
i) f(z) = || j) flz) =323

12



1.3. Zistite, ¢i st dané funkcie prosté.
a) fz) =4—a
c) fz) =2% <0

&) (@)= >

xT

g) fla) =2 — 1

b) f(z) = a?
d) flx)=a2+4z—5

£) f(x) = 2/7

h) f(x) = | Ina]

1.4. Najdite inverznt funkciu k funkcii f(z).

a) f(a) =5 +5 b) f(a) =2~ —

r+4

x

c) flz) =42® — 1 d) f(x):%—&—l

) flw)= 213 £) f(a) = VB 12
g) f(x) = 3 ) () = 21

i) f(z) =2+ In(7+22x) J) f(x)zl—l—?arcsin%

Vysledky
1.2. a) pArna  b) nepdrna  c¢) ani parna, ani nepdrna  d) parna  e) ani parna, ani nepdrna
f) nepérna g) ani parna, ani nepérna h) nepérna i) parna j) nepérna

1.3. a) 4no b)) nie c¢)ano d)nie e)ano f)ano g)4ano h) nie

14, 8) [ @) y=32-15 b) [ @)s y=—d—35 o) f i) y= i/
d) f'(x): y=lBzr—3) e) fl(x): y=22L f) fl(z): y= L3
g) /@) y={2 h) ) y=—log (e -1) D) f@): y= 5T

3sin (251)-1

)Ny = 2

1.4 Limita funkcie

Pojem limita funkcie

Nech funkcia f(z) je definovand pre vSetky = # ¢ z okolia O(zg) bodu zy. Hovorime, ze ¢islo b je limitou
funkcie f(x) v bode xg, ak ku kazdému e > 0 existuje 6 > 0 také, ze pre kazdé =, x € (xo — &, 20 + —9) je
|f(x) — b <e.

V tomto pripade hovorime o wlastnej limite vo vlastnom bode a zapisujeme

lim f(z) =0b.

Tr—T0o

Rozlisujeme tieto typy limit:

vlastna limita vo vlastnom bode,

nevlastna limita vo vlastnom bode,

vlastna limita v nevlastnom bode,

nevlastna limita v nevlastnom bode.
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Obr. 1.13: Vlastné limita vo vlastnom bode.

y
y=f(x)

y=f(x)

i

B \ X" 0 \ix/ X

Obr. 1.14: Nevlastna limita vo vlastnom bode. Obr. 1.15: Nevlastna limita vo vlastnom bode.

Y Y

oy

Obr. 1.16: Vlastn4 limita v nevlastnom bode. Obr. 1.17: Vlastné limita v nevlastnom bode.

y y=f(x) y

/ \

y=f(x)

Obr. 1.18: Nevlastna limita v nevlastnom bode. Obr. 1.19: Nevlastné limita v nevlastnom bode.

14



Pri pocitani limit moZeme pouzit nasledujiicu pomocku:

0

00 4 00 — 00 a-o00 — 00, aka>0 — — —00, aka <0
a
—00

—00 — 00 — —00 a-o00— —o0, aka <0 — = —00, aka >0
a
—00

00+ 00 — 00 a-(—o00) = —o0, aka>0 —— — 00, aka<0
a

(=00) - (—o0) 200 a-(—0) =00, aka <0 a®*® — oo, aka>1

a

00 - (—00) = —00 — =0 a® =0, ak0<a<l1
00
a
a+ 0o — 0o — =0 a” > =0, aka>1
—00
00 _
a— 00— —00 — =00, aka>0 a~® —so00,ak0<ax<l1
a
Postup pri poéitani limit:
1. Urcime typ neurcitosti limity.
2. Odstranime neurcitost.
3. Dosadenim vypocitame limitu.
Pozname tieto typy neurcitosti:
o0 0 0 oo
—, X =00, =, —, 0- o0, 00071007 OOOv 00
00 0" o0’ 0

o . o0
Limity typu —
00

Py(x)

V $pecidlnych pripadoch, napriklad ak ide o limitu podielu dvoch polynémov Pe(r)
E\T

premennej x, vydelime
Citatel aj menovatel vyrazom x*, kde k je najvicsi mocnitel menovatela.

Vysledky takychto limit vieme néjst aj bez pocitania. Plati:

e ak je najvicsi mocnitel menovatela a Citatela rovnaky, vysledok je podiel koeficientov pri ¢lenoch s
najviésim mocnitelom,
e ak je najvicsi mocnitel menovatela vaési ako najviiési mocnitel Citatela, vysledok je 0,
e ak je najvicsi mocnitel menovatela mensi ako najvii¢si mocnitel Citatela, vysledok je oo, ak maja
koeficienty pri nich rovnaké znamienko a —oo, ak maja koeficienty opacné znamienka.
Limity typu oo — o

Spravidla pouZijeme jednu z nasledujucich moznosti:

, . . . s > o0 ; ves
e vyraz rozsirime vhodnou jednotkou a prevedieme na neurcitost typu —; v tomto pripade vyuzijeme
00
vzorce (a —b)(a +b) = a® — b, (a — b)(a? + ab + b?) = a® — b3,

e vyraz upravime na vyraz so spoloénym menovatelom,

e vyuzijeme vlastnosti logaritmickej funkcie.
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Limity typu 1=

V $pecidlnych pripadoch pouzijeme vzorec

kde e je Eulerovo ¢islo (e = 2,71828...).

Priklad 1.9. V nasledujicich dlohdch vypocitajme limitu funkcie.

a) lim (6z + 11) b) lim ——
500 z—00 /g3 4 22 + 1
. « 222 +1
c) lim 2 d) lim —2

z—o0 8% + Hx — 4

V922 +4x — 1+ 5z ¢ 3+ 11

. 1' -
e) Jlim 1— 4z I
2
g) lim (:EQ:H;M> h) lim (\/1’276:174“5*\/5624*1)
T—00 x4 —1 T—00

i) lim x(m—x> i) lim <2x+3>§

Tr—r00

z—1 2244
k) lim <6x+3> 1) lim 31+
z—oo \ 4x — 5 T—00
Riesenie

a) PretoZe plati 6 - oo — oo, tak

li_}rn (62 4+ 11) = {oo + 11} = .

b) Po dosadeni do limity za x — oo dostavame oco® — 0o, 2-00 — 00, 00 + 1 — co. Potom

. 4 4
lim ————=¢— 1% =0.
=00 /3 4 22 + 1 00

¢) Z pomocnej tabulky vyplyva

lim 2° = {27} =0.

r—r—00

d) Ide o typ neurcitosti 2. Citatel aj menovatel zlomku vydelime vjrazom z*, kde k je najvécsi mocnitel
menovatela. V nasom pripade ¢itatel i menovatel vydelime vyrazom x*. Dostaneme

2?41 o m L A 241 0+0
iy sy el e L e Wi A (T3 00"
z—o00 8% + b — s—oo S5 4 38 _ & w00 8 4 5 — 8+§,§ 40—

.....

e) Ide o typ neurcitosti 2. Citatel i menovatel vydelime najviésou mocninou menovatela, teda vyrazom

z!. Dostaneme

22 44— x 4 1
V922 +4r — 1452 . Q"LZg"Ll"‘% ) 9+ 5 -z +5
lim = lim TR— = lim T =
T—00 1—4x T—00 T TZ T—00 e 4
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£)

g)

h)

J)

k)

1 _ 4 0—

o0

VOt -5 vaso-04s
4 = — 4.

Bez poditania dostaneme vysledok porovnanim mocnitelov v ¢itateli a v menovateli. Najvicsi mocnitel
menovatela a najvics! mocnitel Citatela st rovnaké (k = s = 1). Limita je rovnd podielu koeficientov

pri élenoch s najviac¢sim mocnitelom, t.J. fﬁ—f = -2.

Ide o typ neurcitosti 2. Citatel i menovatel vydelime najvii¢sou mocninou menovatela 2. Dostaneme

3 23 11 11
m ————== llm ————————F—= = 11m = = —0OQ.
a0 2 =32 + /o wmce 2382 4 VB amoo K34 5 |0-3+0
x

Vysledok spaméti dostaneme porovnanim mocnitelov Gitatela a menovatela zlomku. KedZe najvicsi
mocnitel menovatela (k = 2) je mensi ako najvicsi mocnitel Gitatela (s = 3) a koeficienty pri nich sa s
opacnym znamienkom, limita je rovna —oo.

Ide o typ neurditosti co — co. Vyraz upravime na vyraz so spoloénym menovatelom. Dostaneme

lim <x2_x4+$+1)=1im $2(m2_1)_(x4+x+1) . $4—x2—x4—x—1_

o = lim =

T—00 T—00 r2 —1 T—00 xr2 -1

2
—z¢—x—1 o0
S e e )
T—00 4 —1
pricom pri vypocte limity typu 22 sme vyuzili poznatok, Ze najvicsi mocnitel citatela a najvacsi
mocnitel menovatela st rovnaké (s = k = 2).
Ide o typ neurcitosti co—oo, pretoze lim vz + 4 = co arovnako aj lim vx + 1 = oo. V tomto pripade
T—r00 Tr—r 00
limitu funkcie pocitame tak, Ze funkciu vynasobime vhodnou jednotkou a dostaneme
ve+4++vr+1
lim (Vz+4—+vVz+1)= lim (Ve+4—+vz+1)- =
x~>oo( ) :r~>oo( ) 1/J;+4_|-\/$_|-1
x+4—(x+1) . 3 {3}_0

= lim = lim [

Ide o typ neurcitosti co — co. Limitu funkcie pocitame tak, ze funkciu vynasobime vhodnou jednotkou.
Dostaneme

2 2
lim (Va2 —62+5—+va2+1) = lim (Va2 —6zx+5— a2 +1 Va2 —Gr4 54 VaR 4l
T—>00

T—00 V2 —6z + 5+ Va2 +1
. 2?2 — 6z +5— (22 +1) . —6z +4 00 —6

= lim = lim :{7}:7:_
w200 /22 — 6z + 5+ Va2 +1 @ a? —6r+5+vaZ+1  loo) 141

Vysledok sme ziskali porovnanim najvicsich mocnitelov. Najvicsi mocnitel Gitatela a najviacsi mocnitel
menovatela si rovnaké (s = k = 1).

3
Ide o typ neurcitosti 1°°, pretoze lim T =1la lim r_ 0o. Funkciu upravime tak, aby sme vy-
T—00 20 — T—00
1 x
uzili vzorec lim (1 + > = e. Teda
r—00 €T
2+ 3\ % 2 + 3 5 2w +3—2w+1\3
1im($+ ) = lim <1+ v —1> — lim <1+M> -
z—oo \ 20 — 1 z—00 20 — 1 zT—00 2¢ — 1

wly

4 3 1 3
= lim (1+ = lim (14 =— = lim
z—00 2¢ — 1 x—00 % x—00

. _dx 2
= hm ebx—3 — @3,
T—00

6x+3 6

Kedze IILII;o 1e_5 1 >1a wlgrolo(x — 1) = o0, plati
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lim bz +3 ’3_1_ 9 - =0
z—oo \ dx — 5 1 \4 o

2244 lim M x4+ 4 00
1) PretoZe plati lim 31-+% = 3= 1-2> najprv vypodéitame lim 5 = {—} =—1.
T—00 rx—oo | — X e}
Potom
. 2244 1 1
lim 31-+2 =37 = -
Tr—ro0 3

0
Limity typu 0

Vyuzijeme niektort z nasledujticich moznosti:

e ak je v Citateli aj menovateli funkcie polyném premennej z, vydelime &itatel aj menovatel polynémom
(x — zp), kde x¢ je ¢islo, v ktorom limitu pocitame,

e ak funkcia obsahuje odmocniny, vynasobime ju vhodnou jednotkou a vyuzijeme vzorce
(@ —b)(a+b) =a®—b2 (a—b)(a®+ab+b?) =a> — b,

® vyuzijeme vzorce

g T 1y PO S e S
Priklad 1.10. V nasledujicich dlohdch vypocitajme limitu funkcie.
a) limy % b) lim, 2:53?25(;2114); 1
c) xllnh (Iix - 1+3:r3> d) »lli% sir;5x
e) lim sin 3z £) lim 1—cosz

=0 /r +1—1 z—0 2
Riesenie

a) Ak dosadime za x hodnotu 1, dostaneme typ neurcitosti %. Citatel i menovatel upravime na saéin
koreriovych ¢initelov a vykrdtenim zlomkov odstranime neurcitost. Plati

. 2 —1 0 . (z+1)(x—-1) .o+ 1 2
lim —— =< -/ =lim —————= = lim ==
a—=1 22+ 1 — 2 0 a—=1 (4 2)(zx—1) a+>1z+2 3
b) Ak dosadime za 2 hodnotu —1, dostaneme typ neurcitosti %. KedZe hodnota menovatela pre z = —1

je nula, ¢slo —1 je koreriom polynému v menovateli. Mézme ho teda rozloZif na stc¢in koreniovych
¢initelov obsahujtici vyraz (z + 1). Dalsi ¢initel ziskame delenim polynémov. Plati

(22° + 522+ 4z +1):(x +1)=22% + 3z + 1.

—223 — 222
322+ 4z +1
—32% — 32
z+1
—x—1
0

Po tprave dostaneme

, 4r?(z +1)2 , 42 (x +1)2 ) 4r%(z +1) 0
lim = lim = lim ——— =
e——12x3 + 522 +4x+1 e—-1(x+1)222+32x+1) =+—-1222+3z+1

0

18



KedZe opif dostaneme typ neurcitosti %, je zrejmé, Ze Cislo —1 je znova korenom polynému ako v
itateli, tak v menovateli a postup s delenim polynémov pre menovatel zopakujeme. Plati

(2224 3z +1):(z+1)=2z+ 1.

222 — 22
z+1
—zr—1
0
Teda

. 422 (x + 1) ) 4a?(x + 1) ) 42
lim ————— = lim ———— = lim =
t—5-1222 4+ 3z +1 z——1 (,1:—|—1)(2x+ 1) z——12x +1

c) Ide o typ neuréitosti oo — 0o. Vyraz 1+ z® rozlozime podla vzorca a® + b* = (a +b) - (a® — ab + b*) na
tvar 1 + 2% = (1+2) - (1 — 2 + 2?) a potom zlomky upravime na vyraz so spoloénym menovatelom.

Plati
. 1 3 1-1—-z+2%-3 . 2 —x—2
lim — = lim = lim .
e=—1\14+z 1+23 a—-1(1+z) - (1—2z+4+22) a=-1(142) (1—2a+a?)
Po dosadeni za x = —1 dostaneme typ neurcitosti %. Podobne ako v predchadzajicich tlohach vyraz

2% — 2 — 2 upravime na stéin (z — 2) - (z + 1). Dostavame

) 2?2 —x—2 . (x—2)-(x+1) . x—2 -3
lim = lim = lim —=—=-1.
e=-1(1+z)- Q—z+22) s=-1(1+2z)-1—2z+22) 2o-11—x+2? 3

sinx
d) Ide o typ neurcitosti %. Vyuzijeme vzorec lim =1
- z—0 I
sin bz
Zlomok upravime a dostaneme
sin 5x sindox 5 sin Hx

im = lim -— =>5lim =5-1=5.
z—0 X z—0 X 5 z—0 Hx

e) Ide o typ neurditosti %. Aby sme odstranili odmocniny, zlomok 21% ; vynasobime vhodnou jednotkou

sinx

=1

a potom vyuzijeme vzorec lim
x—0 X

sin 3x ~ im sin 3z vr+1+1 lim sin 3x - (\/x—i— 1+ 1)
P rrT—1 e Vari-1 vVarli+l =20 (VariP-1

— 1im (T 1) = i 2 3 (i) =1-3-2=6.
z—0 X z—0 3z

f) Ide o typ neurcitosti %. Funkciu vynasobime vhodnou jednotkou a vyuzijeme vzorce

sinz +cos?z =1 a lim ST 1.
x—0 X
. l—coszx . l—cosz 1+4cosx . 1—cos?x . sin? x
lim ———— = lim . =lim ——=lim ——— =
e—0 2 a0 12 1+cosz z—=0a2(1+4cosx) =—-0x2(1+ cosz)
2
— lim sinx ) 1 :()2 }:}
z—0 T 1+ coszx 2
Ulohy
1.5. Vypocitajte limity funkcie.
a) lim (7 4 5z%) b) lim (4 —z) -z
xTr—r0o0 xTr—r 00
.2 3 2
c) lim — d) lim ( - 6)
T——00 I r—00 \ T
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1 T

) Jim (1)
1
B) g e

1.6.
24 3z

Vypocitajte limity funkcie.

1.7. Vypocitajte limity funkcie.
2
a) tm (x+2 —l‘)

) i (VrF3- )

e) lim (\/x2+3x—|—1— \/x2—|—4)
T—r00

g) lim Va- (Vo+1- V)

1.8. Vypocitajte limity funkcie.

1 x
1 —
(%)

$+1 2z+1
z+3

a) lim
r—00

c) lim
Tr—r00

-2

c)}l_)ml 23 —a2+3x—3
e) lim 9z
e=31 -4 —2x
. 2tgx

g) ilg%) o5z
Vysledky
1.5.a)oc0 b)—oco <¢)0 d) 36
16.a)2 b)0 c¢)—oo d)O
1.7.a) =2 b)oo <¢)0 d)O

e)0
02

e)%

£) 0
f) 2
0 -3

f) lim 727!
r— — 00

. 2
h) wli)rgoln(Q—&-x )

22 4+ 11
oo6:v4+5x+8

VEHT
d) li
)1—>H;o 6x +1

VOrt+ 3+ 2% +2
202+ T — 1

YETT42. Y1
Vi Vo

(@ -753)
v

f) lim (295 — V422 + 6z — 3)

(\/w2+4x+1—x)

b) lim

f) lim

T—r00

h) lim

Tr—r00

b) lim

Tr—r00

d) lim

Tr—r00

h) lim z-

r—r00

b) lim

r—00

d) lim

Tr—00

.
h) lim (—"
(z+1)?
b 1 _
) Jim -122+3x+2
V44 5bxr—2
d) lim Y- 2=
w—)O x
£) lim V2T
z—=-12—4/3—=x
h) lim 7VI+H
:1:~>O sin 2x
g)1 h) oo
g)0 h) —oc0
g); h)oo
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18.a)es b)ef c)e? dye e)e’ fle i g)oo h)0
19.a)3 b)0 ¢ 3 d)3 e -12 f)-2 g)Z h);

1.5 Jednostranné limity

Okrem pojmu limita funkcie v bode zy definujeme pojmy limita zlava a limita sprava v bode xo. Nech
funkcia f(z) je definovana na istom lavom okoli bodu zg. Hovorime, Ze ¢islo b je limitou zlava funkcie f(x)
v bode xg, ak ku kazdému ¢ > 0 existuje 6 > 0 také, Ze pre kazdé z, © € (xo — d,x0) je |f(x) — ] < e.
Zapisujeme

lim f(z)=0.

1}4)1‘0

Analogicky mozeme definovat limitu sprava v bode xg, ktort zapisujeme

lim f(z)=0».
T—xg

Funkcia f(z) ma v bode zg limitu b prave vtedy, ked existuji jednostranné limity funkcie lim f(z) a

+
x—)wo

lim f(z) a tie sa rovnaju. Teda plati
TT

1im+ f(z) = lim f(z)= lim f(x)=".

T Ty T—To
Pozndmka. Z uvedeného vyplyva, ze ak niektora z jednostrannych limit neexistuje alebo obidve existuju, ale

su rozne, tak lim f(x) neexistuje.
T—rT0

Priklad 1.11. Vypocitajme jednostranné limity.

a) lim lim b) lim 2L gy 21
im im
es-3-x+3 z5-3+z+3 e—0-  x2 7 zoo0+ a2
c) lim i, lim L d) lim e¥, lim er
z—1-Inx’ zo1+Inz z—0~ z—0+
Riesenie

a) Limita funkcie v menovateli je lim (x + 3) =0, pricom pre kazdé x z lavého okolia bodu —3 je

rz——3"
1
r + 3 < 0. Vyuzijeme, Ze lim — = —oo. Dostaneme
z—=0- T
I 5 5
im =4q— = —00.
t—-3- T+ 3 0~
A . 5 . . . . L as [
Pri vypo¢te lim —— postupujeme analogicky: lim (x + 3) =0, pricom pre kazdé x z pravého
z——3t T+ 3 z——3+

1
okolia bodu —3 je z + 3 > 0. Kedze lim+ — = o0, plati
x

x—0

i > = i =00
e—s—3tx+3 |0t [ 7

m

Pretoze jednostranné limity si rozne, tak lim

neexistuje.
r——-3 2 3

b) Limita funkcie v menovateli je lim z? = 0, pri¢om pre kazdé z z Tavého okolia bodu 0 je 22 > 0. Plati

z—0~

. 20+ 1 1

11m = —_— = OQ.
z—0~ 2 0+
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Pri vypocte lim+ 5 — bostupujeme analogicky: lirn+ z? = 0, pri¢om pre kazdé = z pravého okolia
z—0 T z—0

bodu 0 je 2 > 0. Plati
I 20 +1 _ 1 _
Jm S =

Pretoze jednostranné limity st rovnaké, existuje limita v bode x = 0 a plati

. 2z +1
lim =00
z—0 x

¢) Limita funkcie v menovateli je lim lnz = 0, pri¢om pre kazdé x z Tavého okolia bodu 1 je Inz < 0.

r—1—
Plati

Analogicky: lim+ Inx = 0, pricom pre kazdé = z pravého okolia bodu 1 je Inx > 0. Plati
x—0

o 11
et Inz |0t [ "%

) 1
Pretoze jednostranné limity sa rézne, hm1 e neexistuje.
z—1 Inx

1
d) Pre kazdé x z Tavého okolia bodu 0 je lim — = —oo. Plati
z—0- T

1 % = - f—
wlﬂf}_ e {e } 0.

Pre kazdé z z pravého okolia bodu 0 je lim — = co. Plati
rz—0t X

li 1 rooy _ )
Ay r =T =

- oA .1 -
Pretoze jednostranné limity su rozne, hnb e= neexistuje.
r—

Ulohy

1.10. Vypocitajte jednostranné limity funkcie.

. 1 . 1 . 3r+1 . 3r+1
a) lim , lim b) lim ——, im
z—=1-x—1 a1tz —1 z——-5- T+ 5 z——5+ T+ 5
c) lim ,  lim d) lim 1 lim 1
z—2- 22 —4" g2+ x2—4 t—0- Inz’ z—o0+Inzx
e) lim — lim — L £) lim 277,  lim 2+
o—0- €% — 17 am0t e® — 1 w——1- o1t
1 1 2\” 2\
li te—, i tg = h) lim (2), lim (2
g) [lim arccotg 7, lim arccotg ) Jim (3) o0+ <3)

Vysledky

1.10. a) —oo, 0 b) 00, —00  ¢) —00, 00 d) neexistuje, 0 €) —oco, 00 f) 0, co
g) 0,7 h)l1

22



1.6 Spojitost funkcie

Nech funkcia f(z) je definovana na istom okoli O(zo) bodu zy. Hovorime, Ze funkcia f(x) je spojitd
v bode zg, ak
lim f(z) = f(xo).
Tr—xo

Z toho vyplyva, ze funkcia f(z) je spojitd v bode zg, ak

e funkcia f(z) je v bode xy definovani,
e funkcia f(z) mé v bode z( vlastnd limitu, t.j. jednostranné limity sa rovnajt,

e limita funkcie f(z) sa rovna hodnote funkcie v bode zg, t.]j. xlgr;ﬂ f(z) = f(zo).

Funkcia f(z) sa nazjva zlava spojitd v bode xg, ak lim f(x) = f(z¢). Funkcia f(z) sa nazyva sprava
T—T

spojita v bode xg, ak lim+ f(z) = f(xo). Hovorime, ze funkcia f(z) je spojitd na mnozine M, ak je spojitd
fl}'*}fljo
v kazdom bode mnoziny M.

Bod nespojitosti

Body, v ktorych funkcia f(z) nie je spojitd nazyvame bodmi nespojitosti. Bod xy méze byt bodom
nespojitosti funkcie f(x), ked

e funkcia f(z) v bode xq nie je definovand, ale je definovanéd na nejakom okoli bodu x,

e funkcia f(z) nemd v bode ¢ limitu, t.j. lirn+ f(z) # lim f(z),
TT| T—x

e funkcia f(z) mé v bode xg limitu, ale 1i_>m f(x) # f(x0).
x o

Body nespojitosti funkcie f(x), v ktorych mé funkcia vlastni limitu zlava i vlastnd limitu sprava, nazy-
vame bodmi nespojitosti 1. druhu.

Body, v ktorych aspoii jedna jednostrannd limita neexistuje alebo je nevlastnd (rovnd sa —oo, resp. 00),
nazyvame bodmi nespojitosti 2. druhu.

v] ! y=fi(x)
o./y:f(x)
l
I >
ol 1x, X %o X
I
-\\!
Obr. 1.20: Bod nespojitosti 1. druhu. Obr. 1.21: Bod nespojitosti 2. druhu.

Pozndmka. Symbolom BN budeme oznacovat bod nespojistosti funkcie.

Priklad 1.12. Ndjdime body nespojitosti funkcie f(x), vypocitajme jednostranné limity v nich a uréme druh
nespojitosti.

3 1 2x — 5
. b) f(a) = — ©) f@) =37

a) f(z) =

2
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s e) f(x) =logyx f) f(x) = arccotg ﬁ

d) f(z)=e

RiesSenie

3
a) Funkcia f(z) = x je definovana na mnozine Dy = R — {—1}. Bodom nespojitosti je bod z = —1.
T

+1
Vypocitame jednostranné limity

I 3x -3 I 3z -3

im ={— =09, im ={ ' = .

zs—1-x+1 0- z——1t T+ 1 0t

Pretoze v bode x = —1 je splnend podmienka existencie aspon jednej nevlastnej jednostrannej limity
(jednostranné limity st rovné oo, resp. —c0), bod x = —1 je bodom nespojitosti 2. druhu.

1
b) Funkcia f(z) = 2 je definovana na mnozine Dy = R — {—2, 2}. Body ¢ = —2 a = 2 s bodmi
—x

nespojitosti. Vypocitame jednostranné limity

I 1 1 i 1 1
m ——s={—=— im ——s=4{— =
c——2- 4 — 2 0— i c——2+ 4 — 2 0+ o

I 1 1 I 1 1
im —— ={— ¢ = im = — 7 =—00.
c—2- 4 — g2 0+ o Iha—2 0~ >

7 vysledkov vyplyva, ze body x = —2 a x = 2 st bodmi nespojitosti 2. druhu.

2 —
¢) Funkcia f(z) = xfi—i—l

obore a neméa body nespojitosti.

je definovanad na mnozine Dy = R. Funkcia je spojitd na celom definicnom

d) Funkcia f(z) = e+ je definovana na mnozine D; = R — {0}. Bodom nespojitosti je bod = = 0.
Vypocitame jednostranné limity

1
. 1 lim — L _
hm er = e 20~ T :{eo—}:{g OO}:O

z—0~
Bod 2 = 0 je bod nespojitosti 2. druhu.
e) Funkcia f(z) = arccotg —L je definovand na mnozine Dy = R — {1}. Bodom nespojitosti je bod = = 1.

Vypocitame jednostranné limity

1 1
lim arccotg p {arccotg 0_} = {arccotg (—o0)} = m,

r—1— T —

z—1t T —

. 1 1
lim arccotg p—] = {arccotg (ﬁ‘} = {arccotg (00)} = 0.

Pretoze obidve jednostranné limity sa vlastné, bod £ = 1 je bodom nespojitosti 1. druhu.

Ulohy
1.11. N4&jdite body nespojitosti funkcii a urc¢te druh nespojitosti.
3rx+4
a) f(z) =322 — To +1 b) f(z) = ;L
c) f(:r)—i d) f(z) =5"+2
16— a2 B
1 2
&) () = —— £) f(@) =In(9 - 2?)
) fla)= h) f(x) = arcte ©
g) flz)=1— x) = arctg —
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Vysledky

1.11. a) Dy =R, nem4 body nespojitosti b) Dy =R — {-2}, BN: z = —2, nespojitost 2. druhu
c) Dy =R —{—-4,4}, BN: x = —4, x = 4, nespojitost 2. druhu d) D; =R, nemd body ne-
spojitosti e) Dy =R — {0}, BN: 2 = 0, nespojitost 2. druhu f) Dy =(-3,3), BN: . =3,
x = —3, nespojitost 2. druhu g) Dy = (0,1) U (1,00), BN: = 0, nespojitost 1. druhu,
BN: z = 1, nespojitost 2. druhu h) Dy =R — {0}, BN: 2 = 0, nespojitost 1. druhu

1.7 Asymptoty

Priamku, ktord mé rovnicu & = xg, nazyvame asymptotou bez smernice ku grafu funkcie f(z), ak funkcia
f(x) ma v bode z( aspoii jednu jednostrannt limitu nevlastni. Asymptota bez smernice je priamka kolmé
na os x prechadzajica bodom [z, 0].

Priamka y = kx 4 ¢ sa nazyva asymptotou so smernicou ku grafu funkcie f(x) pre x — oo préave vtedy,
ked

k= tim 2% 4= lim (f(a:)—k:x),

Tr—r0o0 i Tr—r0o0
pri¢om uvedené limity si vlastné (konecné).

Priamka y = kx 4 ¢ sa nazyva asymptotou so smernicou ku grafu funkcie f(x) pre x — —oo prave vtedy,

ked
k= lim Lx)’ g= lim (f(m)—kx),

r——00 I T— —00
pri¢om uvedené limity si vlastné (kone¢né).

Ak asporn jedna z tychto limit je nevlastna alebo neexistuje, tak asymptota so smernicou ku grafu funkcie
f(z) neexistuje.

3 2
Priklad 1.13. Ndjdime rovnice asymptot (ak existuji) ku grafu funkcie f(x) = 5 z 3
T —
Riesenie
3z
Funkci =
nkcia f(z) 57 — 8

tame jednostranné limity

. 322 48 ) 322 48
lim =q—,=-00, lim =9 —, =00
z—4- 2x — 8 0- z—4t 2r — 8 0+

Asymptotou bez smernice ku grafu funkcie f(z) = 2‘2’}”5 5 je priamka z = 4.

je definovana na mnozine Dy = R — {4}. Bodom nespojitosti je bod z = 4. Vypoci-

Na vypocet asymptoty so smernicou y = kx + ¢ vypocitame limity

3z

_ 32 3 3

k= lim @: lim 22 -8 _ im o lim a: = -,

z—+oo I z—+oo €T x—Foo :L‘(Qx - 8) r—too 20 — 8 2

322 3 32?2 — 3z(z —4 12
g= lim | f(z)—kz)= lim T 22) = lim 3v” —Salw —4) = lim -
rz—+o0 z—+oo \ 20 — 8 2 rz—+o0 2 — 8 z—+oo 2 — 8
Asymptotou so smernicou ku grafu funkcie f(z) = 2?;qu je priamka y = %x + 6.

Priklad 1.14. Ndjdime rovnice asymptot (ak existuji) ku grafu funkcie f(x) = x + 2arctgx.
Riesenie
Asymptota bez smernice:

Funkcia f(z) = z + 2arctgz je definovand a spojitd na mnozine Dy = R, preto asymptoty bez smernice ku
grafu funkcie f(x) neexistuju.
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Asymptota so smernicou:
y=kr+q,

2arct 2arct
k= lim 1&gy TTREBT <1+arc gx) -1,
T—00 I T—00 €T T—00 €T

™

g= lim (f(a;) - k:ac) = lim (z+2arctgz —z) = lim 2arctgez =2 - =,

z—00 T—00 x—00 2

.y Cers w1k U 2arctgx

pricom sme vyuzili, ze lim arctge = - a lim ——— =0.
T— 00 2 T— 00 T

Podobne vypocitame asymptotu so smernicou ku grafu funkcie aj pre x — —oo

2 arct 2 arct
b= tim 1O gy TR2aviET <1+am gm) -1,
Tr— — 00 €T Tr— — 00 x Tr——00 X
g= lim (f(x) — kx) = lim (z+2arctgz —x)= lim 2arctge =2- (—z) = —m,
r——00 T——00 r——00 2
.y . U 2arctgx
pricom lim arctgr=——-— a Ilim —— =0.
T——00 2 T——00 T

Priamka y = = + 7 je asymptotou so smernicou ku grafu funkcie f(z) = x +2arctga pre = — oo, priamka
y =x — 7 je asymptotou so smernicou ku grafu funkcie f(z) =z + 2arctgx pre = — —oo.

Poznamka. Symbolom ABS budeme oznacovat asymptotu bez smernice a symbolom ASS budeme oz-
nacovat asymptotu so smernicou ku grafu funkcie f(z).

Ulohy

1.12. Najdite rovnice asymptot (ak existuji) ku grafu funkcie.

a) f(z) =%+ 322 -2 b)f(ﬂﬁ)chi1

o) fo)=2+2 Q) fla) = 2

) flr)= T2 L2 ) /@)= 7

g) J(x) = 5o~ e h) f(z) = ae”
Vysledky

1.12. a) nemé4 asymptoty b) ABS:z =1, ASS:y=0 c) ABS:2=0, ASS:y =iz
d) ABS:2z=-2 ASS:y=3 e) ABS:z=-1, ASS:y=a+1
f) ABS:z=—-1,2=1, ASS:y=0 g) ABS: 2 =0, ASSnemd h) nemd asymptoty
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2 Diferencialny pocet funkcie jednej realnej premennej

2.1 Derivacia funkcie

Pri vypoéte derivdcie funkcie f(x) vychddzame obyéajne zo zakladngch vzorcov pre derivovanie elemen-
tarnych funkcii, z pravidiel derivovania a zo vzorca pre derivovanie zlozenej funkcie.

Zakladné vzorce a pravidla derivovania

1. [ =0, kde c je konstanta;

2. [2] =1;
3. [#%) =az®', kde a je redlne é&islo;
4. [e*] = €%

1
6. [Inz]) = —;
T

1 .
z-lna’

7. [log, z] =

8. [sinz] = cosz;

9. [cosz] = —sinz;
10. [tgz] = ;
ltg 2] cos? x
, 1
11. [cotgz] = ————;
sin® x
. 7 1
12. [arcsinz]) = ——, =z € (-1, 1);

V1—a?’
1
13. [arccosz] = ————, x € (-1, 1);
V1—2a?

14. [arctgz] = 12

I
1+2%

16. [c- f(x)] = ¢ f'(2);

17. [f(z) £ g(2)]" = f'(2) £ ¢/ (x);

18. [f(z) g(@)]" = f'(z) - g(x) + f(z) - g'(x);

15. [arccotgx] =

@] @) @)@
. |35] - 7@ pre gl 70
20. [f(g(=))] = f'(g(2)) - ¢'(2) .
Priklad 2.1. Vypocitajme derivdciu funkcie f(z) = x> — 2 + é

7
Riesenie

() = (:cg—a?—&—i)/:(sc?’)’—(sc)’—i— (i)/:3-x3_1—1+0:3x2—1.
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9 5 11
Priklad 2.2. Vypocitajme derivdciu funkcie f(x) = ?m7 — 6\/ 3+ —.
x

Riesenie

9 . 5~ 11\ (9 . 5 S\ 9N (5 s sy
f’(x)(7x G@er?’) <7£E -5 + 11z ={zz") - (5= +(11z7°) =

- g (z7)/ - % ) (x%)/ +11- (173)/ = 3 ToxTl - g . g e L (—-3) 231 —
5 1 5 33

=928 — 227 3304 =025 - 2\ p— 2.
4 4 74

Priklad 2.3. Vypocitajme derivdciu funkcie f(z) =
Riesenie

o= (B2 (2 Y (o)

T T x

=(r-r i t2) =@ - @ ) =1 (—2) o
1 2
2zs  a?

1 P
:1+§x_%—2x_2:1+

1 .
Priklad 2.4. Vypoditajme derivdciu funkcie f(x)= 5 cosz + tgx — 4e”.

Riesenie
1 ' 1 ' 1
f(z) = (2 cosz +tgw — 46’”) = <2 cosx) + (tgx) — (4e”) = 3 (cosz) + i 4- (%) =
1 sin x 1
=2 (s — 46" = — — 4e”.
2 (=sinz) + cos?x € 2 cos2 x ©

Priklad 2.5. Vypocitajme deriviciu funkcie f(x)=3"-sinz.
Riesenie

f'(x) = (3% -sinz) = (3%) -sinz 4+ 3 - (sinz) =3%In3-sinz + 3% - cosz = 3% (In3 - sinx + cos x) .

1
Priklad 2.6. Vypodcitajme derivdciu funkcie f(x) = +/z - (lnx — 2).

Riesenie

Priklad 2.7. Vypoditajme derivdciu funkcie f(x)= ac; i_ix
Riesenie
2—x (2 —x)?
 (2243)-(2—x)— (2 +32)- (0—-1) 4dz—22°+6—-3zx+2>+3z 6+4x—x2.
(2—=)? (2—=)? (2 —x)?
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T +1
Priklad 2.8. Vypocitajme derivdciu funkcie f(x) = 7+ 10

arcsinx

Riesenie
Flz) = 5% 410 (5T + 10)" - arcsinz — (5% + 10) - (arcsinz)’ B
~ \arcsinz ) (arcsin x)? N
B (5°In5 +0) - arcsinz — (5% + 10) - ¢1£7 _ 5%In5 - arcsinz — (5% + 10) - ﬁlﬂ;z .
(arcsinx)? (arcsin x)?

Priklad 2.9. Vypocitajme deriviciu funkcie f(x) = /2% + tg2x.
Riesenie

/ I
f(z) = [\/xQ + tg2x} = {(1’2 +tg 2x)%} =

1 1 1
ot —— @)= —— (2 —— . 2) =
cos? 2x 2/22 4 tg 2z cos? 2x

1 1 1 1
- - 9. — . )
2\/22 + tg 2z (x + cos? 23:) Va2 + tg 2z <x+ cos? 23:)

(2 +tg22)r - (2% +tg2n) =

| =

Nl=

(2 +tg22)”

N |

Priklad 2.10. Vypocitajme derivdciu funkcie f(x) = 10l—sin’ e,
Riesenie
) ’ _ .
) = (101_8”12”’) = 10" % . In10- (1 —sin®z)" = 10" % . In10- [0 — 2-sinz - (sinz) ] =

=107 . 1n10- (=2 -sinx - cosx) = —sin 2z - 10157 . 1 10.

Priklad 2.11. Vypocitajme derivdciu funkcie f(x) = Inlog, .
Riesenie

f'(@) = (inlogy )’ =

1 1
(1 I = . .
logy (log, 2) logoxz xIn2

Priklad 2.12. Vypocitajme derivdciu funkcie f(x)= zarccosz —+/1 — 22.
Riesenie

f(z) = (a: arccosx — /1 — xg)l = (xarccosx) — [(1 —z?) }/ = (z)" - arccosx + x - (arccos )’ —

N|=

—}-(1—:52)_%-(1—x2)’:1-arccosx—|—x- (— ! ) - ! (=2x) =
2 V1—a? 21 — a2

— arccosxr —

= arccos x.

x N x
Vi—22 J1-—22

Priklad 2.13. Vypocitajme hodnotu derivicie funkcie f(z) =272 v bode x =3.

Riesenie
A ’ ,
f’(m)=(2“)'=2w.1n2.( x2> R ) (90( ) 2)962 (-2 _
T — >
_x 1'(%-2)—;[;~]_ » 2
:23:7 .1 2. :_21,7 .1 2'7.
B Py N

Derivéciu v danom bode ziskame dosadenim x = 3 do derivacie funkcie f'(z). Preto

#(3)=-257 .In2- =-2%In2.2=—16In2.

2
(3-2)
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Ulohy

2.1. Vypocitajte deriviciu danej funkcie f(x).

a) f($)=%3+x2—x+6
296 —z+ 4z
e) f(z) = i-l-2arcsmw—éloga;
g) f(x) =¢€" - (sinz — 2cosx)
42° — 6
i) f) =
22 -1
) fr) = 2
m) f(ai):%tgm:

o) f(x) = arcsing

q) f(x) =z -arctg V&

ot - S22
u)f(z) = —% arccotg <x2j_61>

x)f(x) = 107

b) f(x) = ;;

d) f(x) =2cotgz —x/z +2- 10"
£) f(z) = <21x — 1> -tgx

) 7o) = (5 -3¢ ) -Gtz + V8)

3) flz) = 3x;/f ;ngnx

) 1) - (w; +9>*

n) f(z ( )

p) f(z) =In" (3z —2)

r) f(z) =2z +1-sin2z

t) f(x) = log, (cosz) + x - 277
() = G

)5 = S HomIr

2.2. Vypocitajte hodnotu derivacie funkcie f(z) v danom bode xy.

2¢+1

a) f() = (Ve +1)", wo=1 b) f@) = g T =2
) @) = (¢ ~8) 0% =1 @) ) = (;25). 20=3
e) f(x) =tg’e, w =7 £) fla) =27, 2 =0

2.3. Vypocitajte deriviciu zlozenych funkcii a zjednoduste ju.
a) f(z)=ln(x+ va2-1) b) f(z) = g 9—w2+garcsin§
c) f(x) = arctg x—x2 d) f(x ):1ntgg+cosx

Vysledky

2.1. a) f/(z) = 2= +2 —1 b) fl(z) = —3Va® — F= c)f’()—5\/> - 39
d) f'(z) = sz 3V +2-10°In10 e) f/(z)=—2L + m =5
f) f'(z) = — 5 tgx+(——1) L g) fllx)= (3bln$—CObZ‘)

h) f'(z) = (—2& — 3e”) - (arctgz + f)—i—(%—?)ew)-(ﬁ—i—ﬁ) i) f(z) =

—1) -(3z3425sin r)—(\/f—ac)~(912+2 cos x)

k)f’(l‘) — z2—z° +m+1

) i ===
) (@) = ——7=

a-3(£+9)°

121n% (3z—2
p) f/(x) = 22

(3x3+2sinx)?

m) f'(z) =

1
cos? bz

Q) ['(x) = arctg VI + 5

(14=z)

n) f'(z) =

Jz

0) f’(IL‘) - 91,302

4
bz —2x2+43
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r) fl(x) = Jzi:ﬁ -sin2z 4+ 2v/2x + 1-cos2x s) f/(z) = =251 Qx'Si(I;iﬁ_gjscos 220087

v) f'(x) =3B cos (3r +1) %) f(x) = 1055 10 ;Ime=2
y) f/(l‘) _ (2243 cos 3z)-(z In z4+3) — (22 4sin 3z)- (In x+1)

(zlnxz+3)2
2.2, a) f'(x) =1+ 2=, ['(1) =2 b) f'(z) = fg;;g, F@2)=-%
) Pla) = 207F 1 20(e —3), ' (3) = $e D) d) fle) = 5. £5) = -}
e) f'(x) = scf)i;f;, f(5)=6 f) f'(z)=2""In2(cosz — xsinz), f/(0) =In2

2.3.a) f'(z) = == b) f(@) =vI—22 ¢) f'(2) == d) f(z) ===

2 1—x2 sin

2.2 Geometricky vyznam derivacie
Hodnota derivacie funkcie f(z) v bode zq je smernica dotyénice k; ku grafu funkcie y = f(z) v dotyko-

vom bode A = [zg, f(xo)], t.]. f'(x0) = k: = tgp, kde ¢ je uhol, ktory zviera dotycnica s kladnou ¢astou
osi x.

fixJ)

v

Obr. 2.1: Doty¢nica a norméla ku grafu funkcie f(x) v bode A.

Rovnica dotycnice ku grafu funkcie f(x) v bode dotyku A = [x¢, f(xo)] mé tvar

t:y— f(zo) = f'(x0)(x — z0).

Priamka kolma na dotyénicu ku grafu funkcie f(z) a pretinajica doty¢nicu v dotykom bode A sa nazyva
normdla ku grafu funkcie f(x) v bode A.

1 1
Ak f'(xz9) # 0, tak pre smernicu normély plati k, = —— = ————. Rovnica normdly ku grafu funkcie

ky f' (o)
f(z) v bode A mé tvar
1
n:y— f(zo) = —m($—$0)~

Priklad 2.14. Ndjdime rovnicu dotycnice a normdly ku grafu funkcie f(x) = x* + 2% — 1 v bode dotyku
A=[-1,7].

RiesSenie

Vypocditame y-ovi suradnicu dotykového bodu A dosadenim ¢&isla —1 za x do predpisu funkcie:
f(=1)=(=1)*+(-1)2 — 1 = 1. Bod dotyku mé stradnice A = [—1, 1]. Funkciu zderivujeme

f(x) = (z* + 2% - 1)/ = 42® + 2z
Smernicou doty¢nice je hodnota derivacie funkcie v dotykovom bode, t.].

ke=f(-1)=4-(-1)*+2-(-1) = -4 -2 = —6.
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Vypocitané hodnoty dosadime do rovnice dotyénice y — f(zg) = f'(zo)(z — zp). Dostaneme

t:y—1=—-6(zx+1), pouprave t: 6zx+y+5=0.

Rovnica normaly ma tvar y — f(zg) = —%(m — xg). Po dosadeni ziskame

1
n:y—1l=—(x+1), pouprave n:zx—6y+7=0.

(=)

Priklad 2.15. Ndjdime rovnicu dotyénice a normdly ku grafu funkcie f(z) = e* - lnx v bode dotyku A =
1, 7.

Riesenie
Najprv vypoéitame y-ovti stradnicu dotykového bodu A: f(1) = e! -In1 = 0. Bod dotyku m4 stradnice
A =1, 0]. Vypo¢itame derivaciu funkcie

1 1
fl(x)=(e" -Inz) = (%) - Inz +e” (Inz) =e* - Inz +e” - o= ev - <lna:+ x) .

Smernicou dotyénice je hodnota derivicie funkcie v bode A, t.j. k; = f/(1) = el - (lnl + %) =e.
Vypocitané hodnoty dosadime do rovnice dotycnice

t:y—0=e(x—1), potprave t:ex—y—e=0.
Rovnica normaly ma tvar

1
n:y—Oz—g(:L'—l), po tprave n:x+ey—1=0.

Ulohy
2.4. Néjdite rovnicu dotyénice ¢t a normaly n ku grafu funkcie f(z) v bode dotyku A.
a) f(z) =322 -22+1, A=1]0,7] b) f(x):§x5—3x+1, A=11,7
3z +1 % — 2
o) fla) =0 A=[2.) @) @)= A=
e)f(:v):%—i—L A=10,7 £) f(x) =z + sin 2z, A:[g,?}
g) flx)=V2r+1, A=[3,7] h) f(z) =z -va+1, A=[37
1 .
i) f(x):%, A=11,7 j) f(z) =22lnz, A=l[e, 7
Vysledky
24. a)t: 2x+y—1=0,n:zc—2y+2=0 b)t: 5x+5y—3=0,n:5x—5y—13=0
c)t:4dx—y—15=0,n: c+4y+26=0 d)t:z—2y—2=0,n:4x+2y—3=0
e)t:x—3y+4=0,n:92+3y—4=0 t:z+y—7m=0,n:2—y=0
g)t:2x—4y+5=0,n:2c4+y—5=0 h)t: 1le—4y—9=0,n: 4dx+11ly—78=0
t:xz—y—1=0,n:24+y—1=0 Dt:dr—y—2e=0,n:2+4y—9%=0

2.3 Derivacia vyssieho radu

Nech funkcia f’(x) je deriviciou funkcie f(x) na mnozine M. Derivdciou druhého rddu alebo druhou
derivdciou funkcie f(z) nazgvame funkciu [f'(z)]’, t.j. derivaciu prvej derivacie funkcie f(z). Oznacujeme

ju f7(x).
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Iné oznacenia:

d [df(z f(x) d2
& () TG g ey @)

Analogicky definujeme "' (z), f®(x), ....

Derivdciou n-tého rddu alebo n-tou derivdciou funkcie f(x) nazyvame derivaciu (n — 1)-ej derivéacie funkcie
fx), t.]. [f(”fl)(x)]/. Oznacujeme ju f((x).

Iné oznacenia:

d"f(z) d"y
dzm 7 dan’ y" ().
2 vy 4 . 1’5 71’3
Priklad 2.16. Vypocitajme f! )(x) funkcie f(x) = =5

Riesenie
Funkciu postupne derivujeme

5 3\’
R N N O S (P BRI
f($>—(5 2)—5537 2333—:13 2.%,

21 5\’ 21
' (x) = <x4—2x2> =4-x3—?~2'x=4x3—21x,

(@) = (42® = 212) =4-3 .22 —21-1 = 1222 — 21,
FD ()= (122 —21) =12-2- 2 — 0 = 24z

Priklad 2.17. Vypocitajme f"(x) funkcie f(x) = 5;_:_22.

Riesenie

o) = sz+2\  (5z+2) (z4+2) - Gr+2)-(+2)  (5+0)-(z+2)— (5x+2)-(1+0)
Y= \zr2) T (z+2)2 - (z +2)2
5z 4+ 10 — bx — 2 8 _

R ) k

" —271/ _ ’ _ 16

@) =[8z+2)"%] =8 (-2) - (z+2)? (z+2) = —16(z + 2) 3-1:—m-

Priklad 2.18. Vypocitajme f"(x) funkcie f(x) = arcsin4x.

RieSenie
f'(x) = (arcsindz)’ = . (4x)" = ! 4= 1 =4(1—162%)"2
V1 — (4x)2 V1 — (4z)2 V1 — 1622 ’
! 1 3 ’ 2

"(z) = [4(1 —162%)"F| =4. (—) 1162272 - (1-1627) = —————u— - (~16 - 22) =
1) = [4( )74 > )+ )7 ( ) ST )
- 64x
/(1= 1622)3
Priklad 2.19. Vypocitajme f"'(z) funkcie f(z) =1 —In(cosz).
RieSenie

1

") =1[1-1 "=0- . = — - (—si =t
flx) =] n(cosz)] =0 p— (cosx) p— (—sinz) = tgx,

" _ I _ —2
f ($) - (tgl‘) - COS2LE - (COS$) )

" —27/ _3 ’ _3 . 2sinx

— = —2 . 3 . g — _2 . R — R

[ (x) = [(cosx)~?] (cosx) ™3 - (cosx) (cosx) 3 - (—sinwx) oy
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Priklad 2.20. Dokdzme, e funkcia f(x) =z -e” % wyhovuje rovnici 4y" + 4y’ +y = 0.
Riesenie
Vypocitame prva a druhi derivéciu funkcie y = f(x

y’:(aj.e_§>/:(g;)/.e_§ —|—aj-(e_§)/:1.e_§ _|_3;.€—§.<_7) —e 2 +$~6_2-<—> —

Do Tavej strany rovnice 4y” + 4y’ + y = 0 dosadime y”, 3/, y. Upravime a porovndme s pravou stranou
rovnice, ktora sa rovna 0. Plati

1 x x x T
I_":4.§.6*5.(72+§)+4.6*5.(17§)+z.6*5:6*5.[2.(72+g>+4.(17§)+x} =
—e 2. (-4+x+4-20+2)=0 = L=P

Dokézali sme, ze funkcia f(z) =z - e~ 2 vyhovuje rovnici 4y” + 4y’ +y = 0.

Ulohy

2.5. Vypocitajte derivaciu prisluného radu funkcie f(x).

&) f@) =8t t 5 () b) f() = 22 iy

c) flx) =3 —4x, f'(x) d) f(z)=In(4+2?), f"(z)

e) f(z) = e *(a? +3xz), f'(z) f) f(z) =xcosz, [f"(x)

B @)= 55 '@ ) f(x) = sinde, f"(x)

. 4 T " s 2 "

i) f(z) = ;—1—5, " (x) j) f(z) =cos* 2z, f"(x)

2

k) f(x) = xfiﬂ £ () ) f(z) =2z +z, [f7(z)

m) f(z) = arctgz, f"(x) n fz) = H;“, ()

0) f((E) _ —3x4 + 5;563 —2x + 77 f(4) (x) p) f(l‘) _ Qxx_ o) f(4)(13)
2.6. Dokazte, ze funkcia y = f(z) vyhovuje danej rovnici.

&) f@)= 2 G DRy =0 b) f) = cosw, g -2y 42y =0
Vysledky

25. a) fia) = 120% - 2, ["(a) = 362>+ & b) ['(2) = £, (@) = e
¢) f'(z) = —(3—4x)"%, f'(@) = -3-B-42)"F d) f'(2) = 2, ["(2) =
e) fl(z) =e®(—2®> —x+3), f'(x) =e %z —x—4) f) f/(z) =cosz — xsinz,
f"(z) = —2sinz —wcosz g) f/(x) = LBLSINL | f(g) = _2€0ST  h) f/(z) = 3cos 3a,
f"(x) = =9sin3x, f"(x) = —27cos3z 1) f'(z) = —a% + %,f”(x) = g%,f’”(x) = —i—ﬁ
(

J) f(z) = —2sindax, f"(x) = —8cosdx, f"'(z) = 32sindx k) f'(z) = (ifﬁ,f”(x) = %,
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fria) = Ue =2 ) fa) = 2na + a4+ 1, f(@) =2lna+3, f(2) =2 m) f'(2) = L,
f//( ): (IJE:;EZ)?’ f///( ): ((131;2)23 n) f’(l‘) 1;1295) f//(m) — 71+21nz f///( ): 572?1

o) f'(r) = —2a3 + Sa? =1 [ )77612+5x f’”( )7712az+5,f )(z) = —12

p) f'(z) = Tl)zv Iz ) W’ [ (x) = 2;3 1)47 f ( )= (2;221)5

26. 8) ['(2) = Grige, (0) = g, 7(8) = 2y ) f(x) = ¢ (coss —sina),
f(xz) = —2e"sinx

2.4 L’ Hospitalovo pravidlo

Nech funkcie f(z) a g(z) spliiaji tieto podmienky:
1. ﬁlgrmlo fz) = flgrmlog(x) = 0 alebo mlgglo lg(x)] =

2. funkcie f(z) a g(x) maja v istom okoli bodu z( derivécie f’'(x), ¢’(x) (v bode xg tieto derivicie nemusia
existovat),

(o
3. existuje vlastna alebo nevlastna limita lim M
20 (1)
f(x)

Potom existuje vlastné alebo nevlastna limita lim “—— a plati
z—To g(x)

iy 200y, 10

T—T0 a’; T—T0 g’(x) ’

Ak st splnené zodpovedajice podmienky ’Hospitalovho pravidla, mézeme ho pouzit opakovane. Plati

P R PN 1) B O A C) S (x)

z—zo g(x) .LLII.LIO g'(x) xggo g"(x) - xggo g (x)

x

L’Hospitalovo pravidlo poskytuje ndvod na priamy vypocet limit typu % alebo 2.

Pre vypocet limit typu oo — oo, 0- 00, 1°°, 09, 00?, 0% je potrebné dany vyraz upravit na neuréitost typu %

alebo %

22 — 2
x—1"

Priklad 2.21. Vypocitajme lim
z—1
Riesenie

Po dosadeni x = 1 dostaneme vyraz typu {%}, preto mozeme priamo pouzit ’'Hospitalovo pravidlo.

222 — 2 222 — 2)’ 4z —
x _Jol lim(xi): lim — 0 _ [dosadime z = 1] = 4.
rz—1 (1'7]_)’ rz—1 (170)

lim
z—1 1 — 1

0

) 23 =322+ 1
Priklad 2.22. Vypocitajme iﬂ B9
RieSenie

!/
o273 — 322 +1 0 . (22% =322 +1) . 622 — 62 0
Iim ————=<{-—(=lm-—————— - =lim-——— =¢— % =
0 a1 (28 — 222 + z)’ e—13x2 —4x +1 0
!/
(622 — 62) . 122-6 12—-6 6

= lim ——— = lim = =_- =3

a—1 (322 — 4z + 1) 2-1 6z —4 6—-4 2
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VI—xz—2
Priklad 2.23. Vypocitajme lim 97
T—r

5 x—5
RiesSenie
/ 1 1
VI—z -2 VI—z -2 Lo9—-2)"2-(-1)—-0 —
lim 0 - —lim( )—lim2 ( 7)"F - (=) — _ lim 2297 _
r—5 x€r — 5 r—5 (1’ — 5)' r—5 ]_ — 0 r—5 1
1 1 1 1

Priklad 2.24. Vypocitajme lim ﬁ

—oolnz’
Riesenie
/ 1,.-1 _1
limﬁz{oo}: lim (V7) = lim 21‘1 = lim %: lim —— = hmﬁz
P o . 6 1
Priklad 2.25. Vypocitajme lim — .
a—=3\22 -9 -3
Riesenie

lim <6 iS):{oo—oo}zlimW:lim 3 :{0}:

z=3\22 -9 2

B-z) . -1 1
——Q = lim — .
r—3 (12 — 9) x—3 21 6

Priklad 2.26. Vypocitajme lim x - e

z—0t
Riesenie

1

| !
lim z-e* ={0-00} = lim %:{f}:hm zlimw:hm er =
z—0t r—0+ P o0

={e*} = 0.

Priklad 2.27. Vypocitajme lim+ (1+4x)
z—0
Riesenie

Limita je typu 1°°. Aby sme mohli pouzit I'Hospitalovo pravidlo, je potrebné funkciu upravit na tvar

(1 +42)7 = 0 (1442) T _ 2 In(144z) _ 20410
Teda
1 In (1+4z) lim M

lim (14+4z) ={1°}= lim e~ =  =er0t &

z—0*t z—0t
Najprv vypocitame limitu

In (14 4 0 In (1 4 4z)]' = 4 4
lim M: ~ U im M: lim 2% " — lim —
r—0+ xT 0 x—0+ (;E) r—0+ 1 z—0+ 1+ 4x
Teda
) - In (1 + 4x)
lim (14 4z)* = ew0* z =et.

z—0t
Priklad 2.28. Vypoditajme lim (In x)%.
T—0o0
Riesenie
Limita je typu oc®. Funkciu upravime

(1H$)é = 6ln(1nr)% — e%'ln(lnz)'
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Plati )
lim — - In(lnz)

lim (lnx)% = {00’} = lim ex o) — g%y
T—00 T—00

Najprv vypocitame limitu

lim 1 ‘In(Inz) = {0 -0} = lim In (In 2) = {ﬁ} = lim ——— =

T—=0o0 I T—r00 T 0 £—00 T
11
s s 1 1
T SR
z—oo 1 z—o0 T - Inx 0
Odtial
1 lim 1 In (Inz) 0
lim (lnz)= = esvoox =0 =1.
Tr—r 00
Ulohy
2.7. Vypodcitajte limity funkcii.
i o1 222 — 5z — 3
a) lim ——— .27 —5x -3

c) lim ~— )l

i 3sinw -1
e) lim s?n 3z f) lim ———
z—0 sin 4x e T
. T —sinz 70+ 11g? — 1
lim ———— Tt 4 1la? -1
g) xli% tgxr — h) tli)n;o 55+ 6o
34 27+1 1 2,1
) Jim S ) i BEED)
e b z—oo 41
k) lim (22 +2zx—1)-e % ; ( E)tg%
i 1 —si cos T . 11
m) zl_{n%( s -73) n) Ili)nolo (1-2 + 5) 3+
Vysledky

27.a) -3 b) L ¢t d)Z e 32 £)0 g); h)I i)2 j)o k)0 I)e! m)l n)l

2.5 Monoténnost funkcie

Ak funkcia mé deriviciu, moéZzeme na vySetrenie monotdnnosti funkcie pouzit nasledujice vety.
Nech pre funkciu f(x) v kazdom bode z € (a, b) plati, ze

fl@)>0 (f(z)<0).
Potom funkcia f(z) je na intervale (a, b) rastica (klesajica).

Nech pre funkciu f(x) v kazdom bode z € (a, b) plati, ze
flz) =0 (f'(z) <0).
Potom funkcia f(z) je na intervale (a, b) neklesajica (nerastica).
Pozndmka. Symbolom ,” budeme oznacovat rastticu funkciu, symbolom \ klesajicu funkciu.

3 2
3
Priklad 2.29. Ndjdime intervaly, na ktorych je funkcia f(x) = T % — 4z 4 5 rydzomonotdnna.
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RiesSenie

li
Dy =R. Vypoéitame derivaciu funkcie f'(z) = (%g — % —dx + 5) =22 -3z — 4.

VyrieSenim rovnice f’(x) = 0 ndjdeme nulové body derivacie f'(z).
f2)=0 & 2*-3z—-4=@+1)(z-4)=0 & x=-1 V 2,=4

Tieto body rozdelia definiény obor D = R na tri intervaly (—oco, —1), (=1, 4) a (4, 00). Z kazdého intervalu
vyberieme Tubovolné ¢&islo a dosadime do derivacie f/'(x) = x? — 3x — 4. Napriklad z intervalu (—oco, —1)
vyberieme ¢islo z = —2. Plati

(—00, 1) z=-2 = f/(-2)=(-2)2-3-(-2)—4=4+6—-4=6>0.

Analogicky postupujeme v dalsich intervaloch:

(-1, 4): r=0 = f(0)=02-3:-0-4=0-0—-4=-4<0,

(4, 00): r=5 = f(5)=5>-3-5-4=25-15—-4=6>0.

Zmamienko vysledku vyznacéime pre prislusny interval do tabulky. Ak derivacia funkcie mé znamienko plus,

funkcia na danom intervale rastie. Ak derivacia funkcie mé znamienko minus, funkcia na danom intervale
klesa.

z ||(=o0, =1)|=1|(—-1,4)[4]|(4, )

f(z) + 0 - |0 +
f(z) / N /

Funkcia f(x) = % - % — 4z + 5 je rastuca na (—oo, —1), (4, 00), klesajica na (—1, 4).
3z2 —1

Priklad 2.30. Ndjdime intervaly, na ktorych je funkcia f(x) = rydzomonotonna.

23
RiesSenie

Dy =R — {0}. Vypocitame derivaciu funkcie

P = (

Plati

322 -1\ _6z-a®— (322 —1)-322 32432 32*(1-2?) 3(1+a)(1—x) .
(23)2 6 - 76 T4

3

3(1 1-—
fllx)=0 < WZO & (I4+4z2)(1—-2)=0 & x=-1 V xz2=1.
x
Tieto dva body spolu s bodom nespojitosti funkcie = 0 rozdelia defini¢ny obor funkcie na styri intervaly,
ktoré zapiSeme do tabulky a na kazdom z nich zistime znamienko prvej derivacie funkcie. Podla znamienka

uréime, na ktorom intervale funkcia rastie, a na ktorom klesa.

z || (=00, =1)|=1|(=1,0)|0[(0, 1)|1](1,00)
#(x) - 0l + |x| + |o] -
f(x) N / / N\

Funkcia f(x) = 3‘”;;1 je rastica na intervaloch (—1,0), (0,1), klesajuca na intervaloch (—oo, —1), (1, 00).

2

Priklad 2.31. Ndjdime intervaly, na ktorych je funkcia f(x) = x* - e* rgdzomonotdnna.

RiesSenie

Dy = R. Vypoéitame derivaciu funkcie f'(z) = (2* - em)/ =2r-e"+a’ e =ex-(2+2).
KedZe e* # 0 pre kazdé x € R, plati

e x-24+x)=0 & x1=-2 V x2=0.

Zistime znamienko derivacie funkcie na jednotlivych intervaloch a vysledky zapiSeme do tabulky

x || (=00, =2)|—=2|(=2,0)|0](0, c0)
f(z) + 0 - |0] +
f(x) / N /

Funkcia f(z) = 22 - % je rastiica na (—oo, —2), (0, 00), klesajiica na (-2, 0).
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Priklad 2.32. Ndjdime intervaly, na ktorijch je funkcia f(z) = In (4 + 2*) rjdzomonotdnna.

RiesSenie

1 2
Dy = R. Vypoéitame derivaciu funkcie f'(z) = [In (4 + xz)}/ =11 2 = “722
Funkcia je rasttca pre tie redlne ¢isla x, pre ktoré plati
2x
"z) >0 & ——>0.
Ked?e 4 + 22 > 0 pre kazdé = € R, plati
2x
— >0 & > 0.
4 + z2 o
Funkcia je klesajtca pre tie realne ¢isla x, pre ktoré plati
fllx)<0 < 2 <0 & z<0
44 x2 '

Funkcia f(x) je rastica na intervale (0, co) a klesajica na intervale (—oo, 0).

Ulohy

2.8. V nasledujucich tlohach najdite intervaly monoténnosti funkcie f(x).
2

2) f(z) = 32+ 30— 1 b) flr) = -2
IES 1’4 502
¢) f(€) =5 +3c -5 d) f(a) =5+ +1
©) flz) = g2 — ot~ 2a0 41 ) ) = 25
g) f)= o+ h) f(x) = 5
D) fr) = b P I =
k) f(z) =22 —Inz D) f(z) = lfx
Vysledky
2.8. a) /‘ ( ), \ (—OO, —%) b) /‘ (_OO’ _2)7 \l (_2’ OO)
C) /‘ (7005 700) d) /‘ (0’ OO)’ \( (700, 0)
e) / (—OO, _1)a (2’ OO)? \( (_]-a O)a (07 2) f) \( (—007 1 ) (1a 0
g) / (—OO, _1)7 (17 OO), \l (_17 0)7 (0? 1) h) / (_27 2)7 \l (_007 _2)7 (27 OO)
1) /‘ (07 00)7 \l (_OO’ O) .]) /‘ (07 00)7 \l (—OO, _1)’ (_1’ O)
k) /(3. 00), N\ (0, 3) 1) (e, 00), \(0,1), (1, €)

2.6 Lokalne extrémy

Hovorime, Ze funkcia f(x) ma v bode z¢ € (a, b) ostré lokdine mazimum (ostré lokdlne minimum), ak
existuje také okolie bodu xg, ze pre kazdé x z okolia bodu g, x # x¢, plati

f(z) < f(zo) (f(x) > f(w0))-

Lokélne maxima a minimé funkcie f(z) nazgvame spoloénym nézvom lokdlnymi extrémami funkcie.

Pozndmka. Symbolom LM budeme oznacovat ostré lokdlne maximum f(x) v bode xg, symbolom Lm ostré
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lokélne minimum f(x) v bode .

Pri hladani lokdlnych extrémov funkcie f(x) mozeme pouZit nasledujici postup:
o uréime definiény obor D; funkcie f(z) a vypocitame derivaciu funkcie f'(z),

e nijdeme staciondrne body funkcie f(x), t.j. body zo, v ktorych je f'(x) = 0 alebo body, v ktorych
f'(z) neexistuje,

e vypocitame druht derivéiciu funkcie f”(z),
e ak v staciondrnom bode zq je f”(xg) < 0, tak funkcia f(z) ma v bode z ostré lokdlne maximum,
e ak v staciondrnom bode zg je f”(xo) > 0, tak funkcia f(z) mé v bode z( ostré lokdlne minimum,

e ak v staciondrnom bode zq je f”(xg) = 0, hladdme v bode z( derivicie vyssieho rddu, az nijdeme
v poradi prvil nenulovi derivaciu, t.j.

f/(xo) =0, f”(CC()) =0,---, f(nil)(xo) =0, f(n)(:co) # 0.

Ak n je nepdrne éislo, funkcia f(z) nemd v bode z( lokdlny extrém. Ak n je pdrne ¢islo, tak funkcia
f(z) ma v bode zy lokdlny extrém a to ostré lokélne maximum, ak f("(zg) < 0 a ostré lokalne
minimum, ak £ (zq) > 0.

2
Priklad 2.33. Vypocitajme lokdlne extrémy funkcie f(x) = gx?’ + g$2 — 3z + 1.

Riesenie

Dy = R. Vypocitame prvi derivaciu funkcie f/(z) = (32° + 52 — 3z + 1)/ = 222+ 52— 3. Riesenim rovnice
f)=0 & 2°4+5:-3=0

vypocitame stacionarne body z; = %, To = —3.

Druh4 derivacia funkcie je f”(x) = (222 + 5z — 3)/ = 4x + 5. Vypocitame hodnoty druhej derivacie f”(x)
v stacionarnych bodoch

1 1 1
f”<2>:4-2+5:7>0 = v bode xziméfunkciaLm,

f(-3)=4-(-3)+5=-7<0 = vbode r=—3 ma funkcia LM.
Vypocitame hodnoty funkcie v danych bodoch
3 2
FR)=5-G)+3-GQ) -3 a+l=gm+5-2+1=3,
F(=3)=2.(=3°+5-(-37-3-(-3)+1=—-18+2 +10=2.
Lokéalne extrémy funkcie st Lm [%, 25—4}, LM [73, %]
3
Priklad 2.34. Vypocitajme lokdlne extrémy funkcie f(x) = B Y

6
Riesenie
x3 ! x?
Dy = R. Vypocitame prvi derivéaciu funkcie f'(z) = (_6 —x% -2z + 4) =-5 - 2¢ — 2.
7 rovnice 9
flz)=0 o —%—%—2:0 o 2 +dr+4=0
vypocitame staciondrny bod x = —2.

Vypocditame druhi derivaciu funkcie a jej hodnotu v staciondrnom bode

2 I
() = (—“72 —233—2) = x-2, f'(-2)=-(-2-2=2-2=0.
Kedze f"(—2) = 0, vypocitame f(z) a zistime, aké je hodnota f”’(—2). Pretoze
f///(:U) — _17 f//l(_2) — _1 7& O7

funkcia nemé v bode x = —2 lokalny extrém.
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2

Priklad 2.35. Vypocitajme lokdlne extrémy funkcie f(x) =e " .
Riesenie
Dy =R. Vypocitame prvi derivaciu funkcie f'(z) = (e*“‘j)/ e, (—2z) = -2z - e
Stacionarny bod uré¢ime riesenim rovnice

Fla)=0 & -20-e% =0 & -20=0 < az=0.
Vypoé¢itame druht derivaciu funkcie a jej hodnotu v stacionarnom bode.

2

/
f(z) = (—21: : e_”’Z) = 2.7 —2p.e . (—2z) = e (=2 +42?) =2 - (222 - 1)
f70)=2-¢"-(2-0-1)=2-1-(-1)=-2<0 = LM v bode 2 = 0.
Funkcia f(z) = e~® ma v bode = 0 ostré lokalne maximum LM [0, 1], pricom f(0) = e = 1.

Lokélne extrémy funkcie f(z) mozeme néjst aj pomocou monoténnosti funkcie.

Ak je funkcia f(x) v staciondrnom bode xg spojita, a ak existuje lavé okolie bodu z( také, Ze pre vSetky
x z tohto okolia je f'(xg) > 0 (f'(z9) < 0) a také pravé okolie bodu zg, ze pre vSetky x z tohto okolia je
f'(xo) <0 (f'(xo) > 0), tak funkcia f(z) ma v bode ostré lokdine mazimum (ostré lokdlne minimum).
x—4

Priklad 2.36. Vypocitajme lokdlne extrémy funkcie f(x) = 5
x

Riesenie
Dy =R — {0}. Pomocou prvej derivacie ur¢ime stacionarne body.

o=

(22)2 T A 4 23
fllx)=0 & 8—-z=0 & z=38.

Stacionarny bod je x = 8. Derivacia neexistuje v bode = = 0. Tieto dva body rozdelia defini¢ny obor funkcie
na tri intervaly. Podla znamienka prvej derivécie na jednotlivych intervaloch vySetrime monoténnost funkcie,
vysledky zapiSeme do tabulky

x—4>/_1-:c2—(x—4)-2x —z?+8z  ax(-x+8) 8-ux
x? N

z ||(=00,0)]01](0,8)] 8 [(8, )
f) - x| + o] -
f@) ] N x| A LM N

V Tavom okoli bodu z = 0 je funkcia klesajtica, v pravom okoli bodu je rastica. Ale bod z = 0 nepatri do
defini¢ného oboru funkcie, preto v tomto bode funkcia nemé lokdlny extrém. V Tavom okoli bodu =z = 8 je
funkcia rasttca, v pravom okoli bodu je klesajuca, teda funkcia f(z) ma v bode = 8 ostré lokdlne maximum

f(8) =251 = {5 Teda LM[8, {=].

Ulohy
2.9. Vypocitajte lokalne extrémy funkcie f(z).
a) f(z) =222 + 122 + 16 b) f(z) = 25z — 52 — 31
c) f(z) =2 — 32+ 92 — 823 d) f(z) =2 — 362% + 202° — 32*
&) fla) =52 —? ) () =
2 _r+1 2_3x+2
g) fla) = ———— h) fla) = 5
244 12 25 4
D) fla) = P ) = T
22 —5x+1 - 1
k)f(x):m l)f(x)*l'f‘?
m) f(z) = (¢ +1)- n) fla) = =
o) f(x) =z -lnx p) f(z) =z +2arctgz
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Vysledky

2.9. a)Lm[-3,-2] b)LM [3,4] ¢)Lm [+,25], LM [1,7] d)Lm(2,—30],LM[0,2],LM [3,—25] e)

LM[2,-7] f) LM[0,1] g) Lm[1,1],LM [-1,-3] h) Lm [4,—%] i) Lm|0,4],LM [-6,-8] j)
Lm[7,9],LM [3,1] k) Lm[1,—-3],LM [-1,Z] 1) nemd lokilne extrémy m) Lm [-3 —55] mn)
LM [l,e] o) Lm [,—1] p) nema lokalne extrémy

e’ e

2.7 Konvexnost, konkdavnost funkcie, inflexny bod

Konvexnost, konkavnost funkcie

Nech funkcia f(z) je spojitd na intervale (a, b) a ma v kazdom bode x € (a, b) deriviciu. Hovorime, Ze
funkcia f(z) je konveznd (konkdvna) na intervale (a, b), ak pre kazda doty¢nicu v bode z € (a, b) ku grafu
funkcie f(x) plati, ze vietky body grafu (okrem dotykového) lezia nad (pod) touto doty¢nicou.

Nech funkcia f(x) mé v kazdom bode z € (a, b) druht derivaciu f”(z) a nech pre kazdé x € (a, b) plati,

v

ze
f'@) >0 (f'(x) <0).
Potom funkcia f(z) je na intervale (a, b) konveznd (konkdvna).

Pozndmka. Na oznalenie konvexnej funkcie budeme pouzivat symbol —, na oznacenie konkdvnej funkcie
symbol —.

Inflexny bod

Uvazujme funkciu f(z), ktord je definovand a spojitd v okoli bodu zy € Dy. Ak existuje Tavé okolie
bodu zg, v ktorom je funkcia f(z) konvexnd (konkdvna) a pravé okolie bodu zg, v ktorom je funkcia f(z)
konkdvna (konvexnd), tak bod xg nazyvame inflexngm bodom funkcie f(z). Inflexny bod [zg, f(xo)] je teda
bod, v ktorom sa meni funkcia z konvexnej na konkévnu, pripadne naopak (z konkdvnej na konvexnt).

Inflexné body moézeme urcit aj pomocou nasledujiceho postupu:

o urcime definiény obor Dy funkcie f(x),

e vypodcitame derivaciu funkcie f'(x),

e vypocitame druht deriviciu funkcie f”(z),

e nijdeme body, v ktorych je f”(x) = 0 alebo body, v ktorych f”(x) neexistuje,

e ak v bode zg je f"(z9) =0, f"”(zg) # 0, tak funkcia ma v bode xy inflexny bod,

e ak v bode xq je f(xg) =0, f"(x0) = 0, po¢itame derivacie vyssieho rddu, az kym neziskame derivéciu,

ktora bude rozna od nuly, t.j. f*(zo) =0, - -, f* D (zg) =0, f(20) # 0. Ak n je nepdrne islo,
ma funkcia f(z) v bode z( inflexny bod. Ak n je pdrne ¢islo, tak funkcia mé v bode z( ostry lokdlny
extrém.

Priklad 2.37. Vypocitajme inflexné body funkcie f(x) = 182% + 62 — 1.

Riesenie

Funkcia f(z) je definovana pre vSetky realne ¢isla z, t.j. Dy = R. Vypocitame prvii a druhi derivéciu funkcie
f(x) = (1822 + 60 —1) =362 +6, ["(z)=(36x+6) = 36.

Pretoze f”(x) # 0 pre kazdé = € R, funkcia f(r) = 1822 + 62 — 1 nem4 inflexné body.

1
Priklad 2.38. Vypocitajme inflexné body funkcie f(x) = g;c?’ + ;xz +z4+7.
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RiesSenie

Dy =R. Vypocitame prva a druht derivaciu funkcie

1 3 '
f(z) = <3x3+ 5:52 +ac+7> =2 +32+1, f'(z)= (x2+3x+1)/ =2z +3.

N&jdeme body, v ktorych je druhé derivacia funkcie rovna nule. Plati

3
[@)=0 & 2w+3=0 & z=-7

Funkcia moZe mat inflexny bod pre z = —2. Vypocitame f”'(z) a jej hodnotu v danom bode. Plati

fm(l'):2, f/// (_2) =2£0.

Dana funkcia f(z) md v bode # = —% inflexny bod. Plati f(—32) = 3(=3)% + 3(—=2)? = 2 + 7= %, teda

IB[-3. %]

Priklad 2.39. Vysetrime konveznost, konkdvnost a ndjdime inflexné body funkcie f(x) = x* — 622 + 8.
Riesenie

Dy = R. Inflexné body funkcie f(x) moézeme najst aj pouzitim konvexnosti a konkévnosti funkcie. Vyuzijeme
skutoc¢nost, Ze ak pre vSetky body = z lavého okolia bodu z¢ je f”(xz) > 0 (f”(x) < 0) a pre vSetky body

x z pravého okolia bodu zg je [f"(z) < 0 (f”(x) > 0), tak funkcia f(x) mé v bode z¢ inflexny bod.
Vypocéitame prvu a druht derivéciu funkcie.

fl(@) = (2% — 62° + 8)" = 4a® — 122, f"(2) = (4a® — 22) = 1222 — 12.
Nulové body druhej derivacie dostaneme rieSenim rovnice
ffz)=0 & 1222 -12=0 < 12*°-1)=0 & 2°=1 & a3=-1 V ay5=1.

Tieto dve ¢isla rozdelia definiény obor na tri intervaly (—oo, —1), (=1, 1) a (1, 00). Z kazdého intervalu
zvolime Tubovolné éislo a dosadime do druhej derivécie funkcie.

(—o0, —=1): z=-2 = f'(-2)=12(-2)2-12=36 > 0,

(-1, 1): r=0 = f'0)=12-02-12=-12<0,

(1, 0): r=3 = f’'3)=12-32-12=96 > 0.

Znamienka derivacie vyznac¢ime do tabulky a potom rozhodneme, na ktorych intervaloch je funkcia konvexné

a na ktorych konkdvna. Ak hodnota druhej derivacie ma znamienko plus, tak funkcia je na danom intervale
konvexna. Ak je znamienko druhej derivicie minus, tak funkcia je na danom intervale konkavna.

z ||(=o0, —1)| =1{(=1,1)| 1 |(1, o0)
1 (x) + 0 — 0 +
f(z) — |B| ~ |iB| <

Funkcia f(x) = x* — 62% + 8 je konvexnd na (—oo, —1), (1, 00), konkdvna na (—1, 1). Kedze v bode
2 = —1 sa meni funkcia z konvexnej na konkdvnu, bod [—1, 3] je inflexnym bodom funkcie, pricom plati
f(=1) = (=1)* = 6(—1)2 +8 = 3. V bode x = 1 sa meni funkcia z konkdvnej na konvexnii, bod [1, 3] je tiez
inflexnym bodom funkcie, pricom f(1) = 1% -6 1248 = 3.

Ulohy

2.10. Vysetrite konvexnost, konkdvnost a najdite inflexné body funkcie f(x).

3
a) f(r) =262+ +10 b)f(x):%—9x2+5x+170

3
c) f(m):—%+5x2+4x—103 d) f(z) =2" —4a® + 120 -1
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2?4+ 4

e) f(z) =a* — 22% — 362 + 132 + 135 £) f(2) = —
g) flx) =" h) fa) =5 —?
. x2—2r—7 . . 1
i) f(z) = 12 ) f@)=x-¢
k) f(z) =z -Inz 1) f(ac):arctg%
Vysledky
2.10. a) — (2, 00), ~ (=00, 2), IB[2,—-4] b) — (6, ), ~ (=00, 6), IB[6,—16] c¢) — (—o0, 5),
~ (5,00), IB [5,4] d) — (=00, 0), (2, 00), ~ (0,2), IB; [0 —1], IB2[2,7] e) — (—o0, —2),
(3, 00), ~ (=2,3), IBy[~2,-3], IB;[3,—123] f) — (0, 00), ~ (—00, 0), IB nemé
g) ~ (127 OO), — (—OO, 0)7 (0712)7 1B [127 %] h) ~ (—OO, _2)7 — (_270)7 (Ov OO), IB [_275] i)
— (=2, 00), ~ (=00, =2), IBnemd j) — (=2, 00), ~ (—00, =2), IB [-2,—2¢73]
k) konvexnd na celom Dy = (0, 00), IB nemé 1) — (0, o0), ~ (—o0, 0), IB nema

2.8 Priebeh funkcie
Pri vySetrovani priebehu funkcie f(x) najcastejsie zistujeme:
1. defini¢ny obor Dy,
2. body nespojitosti a jednostranné limity v nich,

parnost, neparnost, pripadne periodi¢nost,

- W

prieseéniky s osou z a y (t.]. nulové body),

ot

intervaly monoténnosti,
lokalne extrémy,
intervaly konvexnosti a konkavnosti,

inflexné body,

© »®» 3N @

asymptoty so smernicou, asymptoty bez smernice,

10. graf.

Priklad 2.40. Vysetrime priebeh funkcie f(x) = 23 — 22% + & a nakreslime jej graf.
Riesenie
1. Definiény obor funkcie je Dy = R.
2. Funkcia f(z) je spojitd na Dy, nema body nespojitosti.
3. Péarnost, neparnost:
Pretoze Dy =R, x € Dy aj (—z) € Dy.
Pre Tubovolné realne ¢islo vypoéitame hodnotu f(—x)
f(=2) = (—2)3 —2(-2)? —x = —2® — 222 — v # f(x) = funkcia nie je parna.

f(—2) = —a® — 22% —x = —(2® + 222 + 2) # — f(x) = funkcia nie je nepérna.

Funkcia f(x) nie je parna a nie je neparna.
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4. Priese¢nik s osou z:
Riesime rovnicu
f@)=0 & 2*-2224+2=0 < 2@ -22+1)=x(-1)?=0,
odkial 1 =0 V 29=1.
Priesenik sosouy: =0 = y=03-2-024+0=0.
Funkcia f(x) mé nulové body N Bi[0, 0], NBs[1, 0].
5. Intervaly monoténnosti:
Vypocitame prvi derivaciu funkcie f'(z) = (333 — 222 + .23)/ =322 — 4z + 1.

Stacionarne body vypocitame z rovnice

1
fllr)=0 & 3?-dx+1=0 < T=3 Vo oz =1.
v [ B 3 [Go] 1 [
f(x) + 0 — 0 +

f(z) S LM N [Im] S

Funkcia f(x) je rastica na (foo, %) , (1,00) a klesajtca na (%, 1) .

6. Funkcia ma ostré lokélne maximum LM [1, ] a ostré lokdlne minimum Lm(1, 0].

7. Intervaly konvexnosti a konkavnosti:
Vypocitame druhti derivaciu funkcie f”(x) = (3x2 —dx + 1)’ =6z — 4.

N&ajdeme body, v ktorych je druha derivacia rovna nule

f'2)=0 & 6x—-4=0 < x:;
z ||(-00,3)| 3 |(3.0)
[ () - 0| +

f (=) ~ [IB] -

2

Funkcia je konvexna na intervale (g, oo), konkévna na intervale (foo 2).

» 3

8. Funkcia f(x) m4 inflexny bod IB [%, %}, pricom f(%) = (%)3 — 2(%)2 + % = %

9. Asymptota bez smernice: Funkcia je spojitd na celom D¢, nemé asymptoty bez smernice.
Asymptota so smernicou y = kx + ¢:

3 _ 2 2
k= lim f@) = lim S lim (22 -2zx+1)= lim (z—1)* = occ.
r—+oo I rx—+oo x r—+o0 r—+oo

Limita je nevlastnd, funkcia f(z) nema asymptotu so smernicou.

10. Graf: pozri Obr.

2 _
Priklad 2.41. Vysetrime priebeh funkcie f(x) = a;

a nakreslime jej graf.
Riesenie

1. Definiény obor funkcie je Dy =R — {—2}.

2. Funkcia f(z) je nespojitd v bode x = —2. Poéitame jednostranné limity sprava a zlava v bode nespo-
jitosti x = —2
. 2 -3 1 . 2?2 -3 1
lim =q— > =00, lim =9 —,=—00.
z——2+ \ T+ 2 o+ z——2- \ x+2 0~
Priamka x = —2 je asymptotou bez smernice.
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Obr. 2.2: Graf funkcie f(z) = 2% — 222 + z.

3. Péarnost, neparnost:
Z defini¢ného oboru vyplyva, Ze funkcia nie je parna a nie je nepdrna (nie je splnend podmienka
x € Dy aj (—z) € Dy).

4. Priesecnik s osou x:

2
-3
fe)=0 = x+2:o & 22-3=0 & ?=3 & z=-V3 V z,=V3
x
Priesecnik sosouy: z=0= y= 00%23 — _%.

Funkcia f(z) mé nulové body NB;[—V/3, 0], NB:[V3, 0], NB;[0, —3].

5. Intervaly monotdénnosti:

T+ 2 -

2 -3 ,_2x~(ac+2)—(x2—3) 2%+ 4z +3
- (z+2)? - (@ +2)?

Vypocitame prvi derivaciu funkcie f'(z) = (
Polozme f’(x) = 0. Plati

2?44z +3
WZO & 224+424+3=0 & (z+3)(z+1)=0 & @ =-3 V zp3=-1

e |[(—o0,—3)] =3 [(=3,—2)[2[(—2, 1] “1](~1,0)
() + 0 — X - 0 +
f(z) /! LM A X \ Lm N

Funkcia f(x) je rastica na (—oo, —3), (—1,00) a klesajica na (—3,—-2), (—2,—1).
6. Funkcia f(z) mé ostré lokdlne maximum v bode LM [—3, —6], ostré lokdlne minimum v bode Lm[—1, —2],

kde f(-3) = E058 = ga f(-1)= S5~ 2,

7. Intervaly konvexnosti a konkavnosti:

() = 22 +4x+3 l_ 2z +4)- (z+2)? - (2*+42+3)-2- (x+2)
ol (@+2)? ] (z+2)* B
2 42)-[(z+2)?—(2*+42+3)] 2@ +4r+4—a?—4x-3) 2
- (z+2)* - (x+2)3 (2 +2)3
2
Polozme f”(x) = 0. Pretoze W 2 0, definiény obor funkcie rozdelime iba v bode, v ktorom druhé
x
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derivécia neexistuje, t.j. v bode x = —2. Tabulka bude mat tvar

x || (=00, —2)| —2](—2,00)
f"(x) - x|+
o]

Funkcia je konvexné na intervale (—2, 00), konkévna na intervale (—oo, —2).

Funkcia sa meni z konkévnej na konvexni v bode x = —2. KedZze tento bod nepatri do Dy, funkcia
f(z) nem4 inflexné body.

Z vypoctov jednostrannych limit vyplyva, Ze priamka x = —2 je asymptotou bez smernice ku grafu
funkcie.

Asymptota so smernicou y = kx + ¢:

22-3 2 2
-3 -3
b tim T8 gy ER gy, T3 g, T8
r—+oo g r—+oo x—+oo Z‘(:l? + 2) r—+oo 1‘2 —+ 2x
. . z? -3 . 22 -3—-22-22
—-3-2
— Y

1m
z—too x4+ 2

ASS pre x — +00 mé rovnicu y = — 2.

10. Graf: pozri Obr.

Obr. 2.3: Graf funkcie f(z) = £=2 -

42
; . . 1+Inzx . .
Priklad 2.42. Vysetrime priebeh funkcie f(x) = a nakreslime jej graf.
x
Riesenie
1. Definiény obor funkcie je Dy = (0, 00).
2. Funkcia f(z) je nespojita v bode x = 0. Poéitame jednostranni limitu sprava v bode z =0
1+Inzx 1
1‘ = 1. — 1 1 - T\ - - .
AT T g ()= oo (Feo)) = e
3. Parnost, neparnost:

Z Dy vyplyva, ze funkcia f(x) nie je parna a nie je nepéarna.
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10.

Priese¢nik s osou z:
1+Inz

f(x) =0

Priese¢nik s osou y: * = 0 ¢ Dy = funkcia nemd priesecnik s osou y.

Funkcia f(z) ma nulovy bod NB [e’l, 0].

=0 & 14+nz=0 & Ihz=-1 & z=e¢

Intervaly monoténnosti:
l+nz\" 2-2—-(1+hz) 1-(1+hne Inz
Fa) = (F) - (Lt ) '

2 2 x2

X

Stacionarne body vypocitame z rovnice f'(z) = 0. Plati

1
——nzsz & —lnze=0 & z=1.
T

z [[(0,1)] 1 [(1,00)
fla)) + | 0| =
f@) || & LM N\

Funkcia f(x) je rastica na intervale (0, 1) a klesajica na intervale (1, 00).

. , , , . o __14In1 __
Funkcia f(2) ma ostré lokalne maximum v bode LM][1, 1}, pricom f(1) = ~5%= = 1.
Intervaly konvexnosti a konkavnosti:

P Inz /7—%-x2—(—lnw)~2x7—x+2xlnxifl+21nx
flla)y=\-2) = por = o ==
Plati
—1+21 1
ffz)=0 < ¥:0 & —142lnzr=0 < ln:v:i =3
x
T (O,e%) s (e%,oo>
f'@)] = 0 +
f@) || ~ |IB] —
Funkcia je konkavna na intervale (O, e%), konvexnéa na intervale (e%, oo).
1 1
Funkcia f(2) mé inflexny bod z = e?, pricom f (e%) = lilgez _ H—f = 2‘1
e2 e2 e2
Asymptotou bez smernice ku grafy funkcie je priamka x = 0.
Asymptota so smernicou y = kx + ¢:
14+Inx 1
s 141 = 1
kzlimM:lim L — lim +nx:{g}zhmiilim—:o
r—00 I r—00 I T—00 22 00 z—00 20 z—00 Q12

. . 1+Inz . 1+Inzx 00 oL

g= lim ( f(z) —kz ) = lim —0-z )= lim z{—}:hmi
T—00 T—00 €T Z—00 x 00 z—o00 1

= lim — =0.
T—00 I

ASS pre x — oo ma rovnicu y = 0.

Graf: pozri Obr.
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Obr. 2.4: Graf funkcie f(z) = 1tlnz

x

Ulohy
2.11. Vysetrite priebeh funkcie f(x) a nakreslite jej graf.
a) f(x) = 2® — 322 b) f(z) =323 —522+32z -5 c¢) f(z) = g %
Q) fl) = &) @) = 0 f@) =
1 2 o2

&) f0) =1+ ) () = i) fa) =5
. 2 —br+4 .
J)f(x):ﬁ k) f(z) =zlnz D) fz) = lnx
m) f(z) = In(9—2?) n) f(z) = In(1+2?) 0) f(x) = ze~
p) f(z) = (22 + 1)e” a) f(z) = o — 2arctga r) f(z) = arctg 2

Vysledky

(—00,0)(0,2) (2,00)
2.11. a) Dy = R, spojit4, ani parna ani neparna, N B1[0,0], NB3[3,0], f'(z) = 32% — 6z, *
(- o 1)(1 00)

LM]I0,0], Lm[2,—4], f"(z) = 6z — 6,
b) Dy = R, spojitd, ani parna ani nepéarna, N B;

,IB[1, —2], nemé asymptoty
[ _

5], NBy[2,0], f/(z) = 922 — 10z + 3,
$)(5:00)

/‘ ,nemé lok. extrémy, "/ (z) = 18z — 10, ,IB [ 1204630] nemé asymptoty
(—00,—3)(—3,0)(0,3)
c)Dy =R — {0}, nespojitad, BN: 2 = 0, ani parna ani neparna, nemé NB, f'(z) = ””37_29, /‘
(3,00) [}
S Lm[3, 2], LM[—3, —2], f"(2) = 5, "2V nems 1B, ASS:y = 1o, ABS: 2 = 0

d) Dy = R — {4}, nespojitd, BN: = 4, ani parna ani neparna, NB[0, 0], f'(z) = (’”;:3”2,

(=00,0) (0,4) (4,8) (8,00) _
N M(0, 0], Lm(8, 16], f*(x) = 5325, =Y 2 nemd 1B, ASS:y =« + 4,

ABS:z =4
e (e (<L) (100) . )
e)D; =R, spojita, neparna, NB[O 0], f'(z) = e N S N\, Lm[—1, =5, LM]1, 3],
B —00,—V3 0,v/3 3,00
e )=%ﬂ)§%< SNBSS 1 (5, B 1B,(VE, 4B, TBy0,0,

ASS:y = 0, nema ABS
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f) Dy =R — {—1;1},nespojitd, BN:x = 1,2 = —1, neparna, NB[0,0], f'(z) = Lta®

- (17:1:2)2’
(—o00,—1) (—1,1) (1,00) oo —1)(— o
' ,nemdlok. extrémy, f"(x) = 2&@;;}?,( 2 DRI ),IB[0,0L

ASS:y=0,ABS:x=—-1,z=1

(—00,0)(0,00)
g) D; = R — {0}, nespojitéd, BN: x = 0, parna, nema NB, f'(z) = —f—s, S \y ,neméa
lok. extrémy, " (x) = 9567: (_3’0)(0\’30),nemé IB,ASS:y =1,ABS: 2 =0
h) Dy =R — {—2}, nespojitd, BN: & = —2, ani parna ani neparna, NB[0,0], f'(z) = é:_%”)%,
(=00,-2)(~2,2)(2,00) w16 (—00,—2)(—2,4)(4,00)
N, LM2, 1], [ (z) = (‘;+21)§, VRPN IBMA, 2),ASS:y = 0,ABS v = —2
i) Dy = R — {0}, nespojita, BN: = 0, neparna, N By [2v/2,0], N By[—2v/2,0],

5 (=00,0)(0,00)
f(z) = 7‘;”;8;8, N\ ,nemadlok. extrémy, [ (z) =
ASS:y = —%w,ABS:x =0
j) Dy =R — {5}, nespojitd, BN: « = 5, ani parna ani neparna, N B1[0, —2], N B[4, 0], N Bs[1, 0],
100 — z2—10z421 (=008 (3:5)(5:7(T:20) " g (=00,5)(5,0)
f (33) = T (@—5)? > Va \1 e / 7Lm[7a 9]7 LM[?’v 1]af (;U) (@—5)3> ~

nemd IB, ASS:y = x,ABS:z =5

g (=90,0)(0,00)
) ~ ~—

,nemé IB,

(0.2) (5:2)
k) Dy = (0,00) ,ani parna ani neparna, NB[1,0], f'(z) =lnz + 1, \, A~ ,Lm[%, —1],

e’ e

f(x) = %, (O\’ZO), nemad IB, neméa asymptoty
1) Dy = (0,1) U (1, 00) ,nespojitd, BN: = 1, ani parna ani neparna, nema NB, f'(z) = “fn”g;l,
(0,1)(1,e)(e;00) 1,e2) (e?, :
N e, o), (@) = 25z, @D (029) ppro @) g ASS, ABS: 2 = 1
(—3,0)(0,3)
m) D; = (—3,3),parna, NB;[0,In9], NB>[2/2,0], NB3[-2v/2,0], f'(z) = 572%,
LMI[0,In9], f"(z) = —(;E;E)x; , (_ig),nemé IB,nemé ASS,ABS:x =3,z = —3
(—00,0) (0,00)
n) Dy =R, spojita, parna, NBJ[0,0], f'(x) = %, N L ILm|0, 0], f(x) = (ﬁ%,

(oo, 1) (FL.1) (1/’—0\0), IB;[-1,In2],1B5[1,1n 2], nema asymptoty

(—00,1)(1,00)
o) Dy = R, spojit4, ani parna ani neparna, NB[0,0], f'(z) = e *(1 —x), ~ N\,

LM1,e 1], f'"(x) = e %(z — 2), (_/03’2)(2\730),13[2, 2¢2],ASS:y = O prex — oo, nemé ABS
(—00,00)
p) D; = R,spojit, ani parna ani neparna, NB[0,1], f'(z) = e®*(z +1)?,  ,nema

lok. extrémy, f(x) = e*(z% + 4z + 3), (mo9) (_3/’\_1)(_\1-’/00), IB[-3,10e~3], I Ba[—1,2¢e7 1],
ASS:y = Oprex — —oo, nema ABS

, . (—00,—1)(—1,1) (1,00)
q) Df = R7 SpOjité, nepé‘rnaa NB[07 O]a f/(J?) = T+;:2l? /‘ \& /‘ ) Lm[l? 1- %]a

LM[_la -1+ g]a f”(fE) = (m24+m1)21(721’0)(08)313[0’0]7‘/&88:?4 =+ Tprer — —oq,

y =x — wprex — oo,nema ABS

(—O0,00)

r) Dy = R — {0}, nespojitéd, BN: z = 0, neparna, nema NB, f'(z) = fﬁ, Ny ,nema

lok. extrémy, f”(x) = (I;ﬂz)Q , (73370)(0\’30), nem4 IB, ASS:y = 0, nema ABS
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3 Neurcity integral

3.1 Pojem primitivnej funkcie

Funkciu F'(z) nazgvame primitivnou funkciou k funkcii f(x) na intervale (a, b), ak pre vSetky = € (a, b)
plati F'(x) = f(x).

Kazd4 spojité funkcia na intervale (a, b) ma primitivnu funkciu. Ak funkcia F'(z) je primitivna funkcia
k funkcii f(x) na intervale (a, b) a c je Tubovolna reilna konstanta, tak aj funkcia F'(z) 4 ¢ je primitivna
funkcia k funkcii f(z) na intervale (a, b).

Z uvedeného vyplyva, ze ak k danej funkcii existuje primitivna funkcia, existuje ich nekoneé¢ne mnoho.

3.2 Neurcity integral. Zakladné vzorce

Mnozinu vSetkych primitivnych funkcii k funkcii f(x) na intervale (a, b) nazyvame neurity integral
funkcie f(x) na intervale (a, b) a oznac¢ujeme ho

/f(;v)dx
/f(gc)dx = F(z) +c,

kde [ je integralny znak, f(z) je integrovand funkcia (integrand), F(x) primitivna funkcia k funkcii f(z),
¢ je integracnd konstanta a dz (diferencial) je symbol, ktory oznacuje integraént premennt x.

PiSeme

Veta 1. Ak k funkcidm f(x) a g(x) existuji primitivne funkcie a k € R, tak plati

[ 8@+ g@) do = [ f@a+ [ o),

J 5@~ gt do = [ fa)da~ [ gy,
[ sy do=k- [ sy

Zakladné vzorce integrovania

1. /dx:x—l—q

xa+1
2. Ydx = —1
/x x a+1+c7 a# -1,
1
3. [ —dz=Inl|z|+c¢
x

e’ dx = e* + ¢,

a” dx = 4+¢, a>0,a#1,

cosxdr =sinx + ¢,

-/
/
/
Ja

dx—tgm+c

o1



1
9/ s—dz = —cotgx +c,
sin” x

— a

x
3 arccotg  + ¢,

1 1

1 xT
/ 1 —arctg ; +¢,

a—+x
a—x

+c, a>0,

3 T
arcsin = + ¢,

1
12. /7dx =
Va? —z? —arccos £ + ¢,

a >0,

13 dx:ln‘x—kx/aﬂ—kk‘—i—c, k #0,

1
'/\/xQ—S—k‘

@) =In|f(x c
14. /f(m) dr = In|f(z)| + c.

Vzorce platia pre tie intervaly, ktoré st podmnozinou prieniku defini¢nych oborov integrovanej funkcie
a prislusnej primitivnej funkcie. O spravnosti vzorcov sa mézeme presvedcit derivovanim.

3.3 Integrovanie rozkladom a tpravou

Pri integrovani rozkladom a tpravou sa snazime rozlozit integrovant funkciu pomocou algebraickych
aprav a goniometrickych vztahov na sucet jednoduchsich funkcii, ktoré potom integrujeme pomocou zéklad-
nych vzorcov.

7
Priklad 3.1. Vypocitajme neurcity integral / (435 +5— 2) dez.
x

Riesenie

Pri vypocéte integrélu pouzijeme Vetu 1 a integracné vzorce [1] a [2]. Plati

7 211 p—2+1
/ 4m+57—2 dx:4/mdx+5/dx77/x*2dx:4o +5r—7- +c=
T 141 —-2+1

4 7 7
zfx2+5x—x7—|—c=2x2+5x+f—l—c.
2 -1 T

Priklad 3.2. Vypocitajme neurcity integrdl / (cosz — 5sinz + 2%) da.

RieSenie

Integral rozlozime na sucet troch integralov a pouZzijeme integra¢né vzorce [7], [6] a [5]. Plati
21/'

/(Cosx —5sinx + 2%) dz = /COS.’L‘dl’ - 5/sinxd:c + /2”” dx =sinx + 5cosz + 2 +c.
n

. L cops ) 3
Priklad 3.3. Vypocitayme neurcity integrdl / (\/E—i- ) dz.
x
Riesenie
Najprv upravime odmocninu do tvaru mocninovej funkcie a potom pouZijeme vzorce [2] a [3]. Plati

3 13 z2tl z3
/ VI+ S dsc:/ 2+ 2 ) de=T— +3fz|+c= 5 +3ln|z| +c=
T T 5+1 5

2
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2
:§x\/5+31n|x|+c.

6
Priklad 3.4. Vypocitajme neurcity integrdl /ex (ex +3-—= L> dzx.
x3e

Riesenie

Integrovanu funkciu roznasobime a pouzijeme zékladné integracné vzorce [1], [4] a [2].

/ew<e$+3—x36€x> dx:/(ewoew+3ew—ew~a;;x> dx:/(l—i—Sex—fg) dz =

z/dx+3/emdx—6/x_3dx:x+3ez—6-%+c:x+3ez+ﬁ—|—c.

-2
Priklad 3.5. Vypocitajme neurcity integrdl / L—f—?; dz.
x
Riesenie

Integrovani funkciu upravime vydelenim ¢itatela menovatelom.

5
- 2 : 3)=1— ——
-2 o @ry=1-
—r— 3
—5 (zvysok)
Dostaneme
x—2 5 1
dr = 1— de= [ dx -5 dr =z - 51 3
ey Py P R T —
ri¢om inte rél/ ! dz sme vypocitali pouzitim vzorca [14], t.] /f’(a:) de =In|f(x)|+¢
P & x+3 P P ) @) T '
22
Priklad 3.6. Vypocitajme neurcity integral / o 4dx.

Riesenie
Integrovani funkciu mézeme upravit delenim ditatela menovatelom podobne ako v predchadzajicom prik-
lade. Ttto Gpravu vSak moZzeme nahradif pripo¢itanim a odpoc¢itanim vhodného éisla v ¢itateli (pripo¢itanim

nuly vo vhodnom tvare) a dal§im rozkladom zlomku na také vyrazy, ktoré uz vieme integrovat pomocou zak-
ladnych vzorcov.

2 2 _ 2 _
/ x d:z::/x +( 16+16)dz:/ x 16+ 16 o —
rz+4 T+ 4 T+ 4 T+ 4

(x —4)(x+4) 16 / 16 z?
/[ o +x+4 dz x +x+4 dz 5 x4+ 161In |z + 4| + ¢

1
Priklad 3.7. Vypoditajme neurcity integrdl / —dx.

RiesSenie

Vyraz pod odmocninou upravime vynimanim pred zatvorku a potom pouzijeme vzorec [13].

1 1 1 1 1 —
——dz = —dax = — ———der=—In T+ :L‘276 + c.
/\/5952—30 /«/5(3:2—6) \/5/\/1:2—6 V5 | |

Priklad 3.8. Vypocitajme neurcity integral / ﬁdx.
22 _
Riesenie
Integrovani funkciu upravime tak, aby v ¢itateli bola derivicia menovatela a pouzijeme vzorec [14].

7 1 2
/ fxm da = |derivécia menovatela je (z* — 12)" = 237‘ =7 5/ T—mm dz =
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:gln|x2—12|+c.

Priklad 3.9. Vypocitajme neurcity integral /tgxdx.

Riesenie

sinx

. s . . . v 9
Pri tprave integrovanej funkcie pouzijeme vztah tgz = 2=

pouzijeme integracny vzorec [14].

/tgmdw:/smxdx:|(cosx)’:—sinm|:—/_Smxdm:—ln|cosx\+c.

CosT COST

a podobne ako v predchadzajicom priklade

Ulohy
3.1. Vypocitajte neurcity integral.
a) /(4x376171)dx b) /(cosxfe$+4)dx C)/(2$+5sinx+3) dx
x
7 1 4 3 4 — 322 + 223
4.3% — L4 0 4o — 3a° + 227
9 /( ’ sin2x) dr e) / (x2 T3 x4) dz f)/ = dz
g)/(2$5+x/5) dz h)/(4€/§+<‘/:73) dz i)/2ﬁ+x+9xﬁ“dx
x
: 2 " S5e 7 9
|z ;—5\/§+3m dz k) [e(4- o dz ) [ (z—2)"de
1-a)\* a? -9 1822 — 2

3.2. Vypocitajte neurcity integral.

a)/x21+4dx b)/\/ﬁdw c)/\/ﬁdm

d)/ﬁxj_gda: e)/zzi;dx f)/ﬁ%%dx

g)/rlﬁdx h)/xiQdm i)/324xdx

j)/xfaildx k)/g%ewdx 1)/de
3.3. Vypocitajte neurcity integral.

a) /cotgccdx b) /tg?xdx )/41_(:;(:533

d)/:msri;;?dx e)/mdx f) /tg%dx

g) /mdx h) /cos ;52211 OB e i) /COS2gdl‘
Vysledky

31.a)a?—322 —z+c b)sinz—e®+4x+c c)%—5005x+31n|x\+c
d 1n3+7cotg:z+c e) —1-Z 4+ L tc f)dlnfz|-3z+a2i+c g)éJr%o:\/EJrc
h) 3Vat+ 23Va"+ ¢ i) 4y/r+a+6ayT+e j)2r—2Vad+ad+c k) de"+ L+

I)L572x2+4x+c m)z—1—2Infz|+c n)””2—2+3x+c 0) 322 + 2z +¢

3.2. a) JarctgZ +c¢ b)In|z+ Va2 +8/+c¢ c)2arcsinZ +c¢ d) z—3arctgZ +c
e) z+ Jarctg m+c f) f5ln z+5’+c g) gln|gty|+c h)Infr—2|+c
i) —tIn|3—4z[+c j)In|z®—11]+¢c k)ln(8+e)+c DIni3+Inz|+c
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3.3. a) In|sinz|+c¢ b) —iln|cos2z|+c c)2In|4+5sinz|+c d) 3z — Tcotgz + ¢
e) 6tgz+5sinz+c f)tgz—a+c g)tgz+c h)az+c i)i(zr+sinz)+c

3.4 Integrovanie substitu¢nou metédou

Jednou z doélezitych metdd pre vypocet neurcitych integralov je substituéna metéda. Hovori o nej nasle-
dujica veta.

Veta 2. Nech funkcia F(t) je primitivna funkcia k funkcii f(t) na intervale («, 8). Nech funkcia t = o(x)
md na intervale (a,b) derivdciu ¢'(x). Nech pre kazdé x € (a,b) je p(x) € (o, 8). Potom na intervale (a,b)
plati

/f(@($)) ¢/ (z) de = F(p(x)) +c.

1
Priklad 3.10. Vypocitajme / mdw-

Riesenie

Integral rieSime pomocou substittcie 2 + 3x = t.

/ ! d e 1 ldt l/t*‘*dt L t73+ 1 +

— Ar = — = —_— . = = — = =+ — cC=——— C.

2+ 32)! 33”” ?td #3973 373 92 + 32)°
r=35dt

3

Priklad 3.11. Vypocitajme /x e da.

RiesSenie
2=t
1 1 1 1
/a:-eﬁdx: 2zdx=dt :/et~fdt:f/etdt:fet—l—c:few(z—i—c.
1 2 2 2 2
rdr=—=dt
2
Priklad 3.12. Vypocitajme /x\/g—xQ dx.
Riesenie
VI — 2=t
_g2 g2 /3
/x\/9—x2dx= I-am=i :/t-(—tdt):—/t2dt:——+c:
—2xdx=2tdt 3
cdr=—tdt

:_%< 9—x2>3+c=—%(9—$2)m+0-

Priklad 3.13. Vypocitajme /x vz +4de.

Riesenie
vr+4=t
T+ 4=t2 2 4 2
zVr+4de = = [ —4)-t-2dt =2 (t*—4*) dt =
dx=2tdt
r=t>—4
t5 t3 2 5 8 3 2 9 8
=2(z 43 +c:5(\/x+4) —g(\/x+4) +c:g(x+4) \/x+4—§(x+4)\/x+4+c.
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3lnz +4

Priklad 3.14. Vypocitajme | ————dx
IPOCTITE | ovine + 1
Riesenie
Inx+1=t
3lnz+4 /3(t—1)+4 /3t+1 / T
dr=| lap— S B R T dt = (3t2+t ) dt =
- ﬁnx—k xdx dt G G
Inz=t—-1

15 43
=35+ +tc= \/(lnx+1)3+2\/lnx—|—1+c.

2 2
Ulohy

3.4. Vhodnou substiticiou vypocitajte neurcity integral.

a) /(:c—8)4dm b) /(3x+2)5dx
d) /ﬁdx e)/mdx

g)/mdx h)/x(m2+9)5da:
j)/xmdx k)/sx\/mclx
m)/\/%ﬁdx n)/x{’/mdx
p)/(x—l)mdw q)/(w+2)\3/?mdm

3.5. Vhodnou substittuciou vypocitajte neurcity integral.

a) /647” dz b) /6_% dz
d)/?xe dz e)/:ce?’*“"zdx

In®

. 2 2+1
J)/ de k)/iﬂnwdw
zIn“z

)/ Inx ~ Inz
m ———— ar
z (84 1In’ z) zvV1+mn’z
X
in -4
P) /Smsdx a) /sin2 Gz —1)

Vysledky

3.4. a) @8 8) +c¢ b) ! 39”2 +c¢ ¢ ferc
e) 158z —3)y/(8z —3) +¢
i) —4In|6 — 22|+ ¢ j) —3/(10—22)3 +¢ k)g
m) \/x2 14+c¢ n) 10(3m +5)/(3224+5)2+
0) 2(x—2)2Vzx —2+3 (m—?)\/m—2—|—c P) £

C)/de

f)/\g/%dx

1)/
1)/x2mdx
o) /xﬁdx

_mz

r)/<x2 ) VI—zda

c) /64_3””dx
2 —a®

f) [z da

. 5

1)/ . x

Y
x (16 + In” )

0) /cos 2z dx

\/arctgx
D) 142

—Inx

d) ST(=32)7 T €

2 6
£) 23/2 30 +c g) 2w T1+e h) )
(x2+12)3 4+ ¢

)-2,/(6—2%)3+c

(m+3) Ve +3-3(x+3)Va+3+c

q) 21(333— 423z —4+ 23z — )\/31'—4—1—0 r) f(1-2)?VI—-z—-2(1—-2)3VI—a+c

3.5. a) +c b) —2¢7% +¢ c)— m—&—c d) e”” +
g) fev +¢ h)lmze i) Mﬂ J)ff

Inx
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e)
+c k)2

1

_5 3—x2 +e f)
N B Inz
(Inz+42)3 +¢ 1) Sarctg 5% + ¢

1,23
3€ +c



m)%ln(S—anx)—i—c n) V1+In?z+c 0) 3sin2z+c¢ p) —3cosZ+c q) —fcotg(br—1)+c

5

r) 3 {/arctgz + ¢

3.5 Integrovanie metédou per partes

Veta 3. Nech funkcie f(x) a g(x) maji na intervale (a,b) derivdcie f'(x) a g'(x). Nech funkcia f(x) - ¢'(x)
md primitivnu funkciu na intervale (a,b). Potom plati

/ f(2) - g/ (2) dz = f(z) - g(z) / f(@) - g(x) de,

pre kaZdé x € (a, b).

Priklad 3.15. Vypocitajme /x -cosx dx.
Riesenie

Integral rieSime metédou per partes, pri¢om za funkciu f(z) zvolime z. Plati

/x~coszdx| f(z)

() —
v g'(@)=cosw :a:sinxf/Lsinxdx:zsinxf(fcosx)+c:
1

/@) =

=xsinx + cosx + c.

g(x) = sinz

Priklad 3.16. Vypocitajme /(233 +1) - sin2zdz.
Riesenie

Za funkciu f(z) zvolime 2z + 1. Plati

z) =2rx+1 ¢'(z)=sin2z .9
/(2x+1)-sin2xdx: /(@) 9'@) cos2z | = 2z +1) <_COb a:) _

f(w)=2 g(x) = 2

2

59 2 1 5 ) oy
_/2. (_COs2 33) de = — x2—|— coSQJS—F/COSQxdx:_ x2—|— COSQQ;_A,_ban x+c.

Priklad 3.17. Vypocitajme /x2 -e¥dux.
Riesenie
Pri vypocte integralu pouzijeme dvakrat metédu per partes. Plati

/x2'ewdx: flz) =2% g'(x) =e”

fl@)=2z g(z)=¢"
= |integrujeme este raz metédou per partes| = ‘

:xQe‘”—/Zamewdx:

f(x) =22 g'<w>=ex‘
fl@)=2 glz)= ¢

=2%e” — (21‘6”3 — /261 da:) = 22e® — 2ze” + 2/ e® dx = 2%e® — 2ze” + 26% + c.

Priklad 3.18. Vypocitajme /lnmdx.
Riesenie

Integrovant funkciu napiSeme ako stéin jednotky a danej funkcie. Za funkciu f(z) zvolime In x.
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f(z) =lnz g¢'(z)=1 1
/lnxdx—/l-lnxdx— f’(x):% o) = z —mlnx—/;-xdx—

:xlnx—/dx:xlnx—x+c.

Priklad 3.19. Vypocitajme /83@3 ‘lnzdx.
Riesenie

Za funkciu f(x) zvolime funkciu In z. Plati

f(z) =lnz ¢'(x) = 823 1
/8x3~lnxdx: (@) 1 (@) :2x4lnx—/7-2x4dx:
Fa)== gle) =2t z

4 3 4 zt 4 !
=2z"Inz -2 [ 2°de =2z lnsc—QZ—l—c:Qx ln:(:—?—kc.

Ulohy

3.6. Metodou per partes vypocitajte neurcity integral.

a)/2;ve$dx b)/x~3"”dx c) /(2x+3)-4"”dx
d)/4x-e%dx e) /(2—x)-e*3fdx ) /(5—2x)-e%dx
g)/(4x+3)~sinmdx h) /Qx-singdx i) /(935—1)-sin3xda:

)] /t~costdt k) /(2x—3)-0052xdx 1) /Zx-sinzxdx

m) / IZ dx n) /4x2'sin2xdx o) /(9x2 —1) ¥ da
sin® x

3.7. Metddou per partes vypocitajte neurcity integral.

a) /m-lnwdx b) /x2~lnxdx c)/S\/gf-lnmdx
d)/ln—xdx e)/Zarctgxdx f)/a:-arctgxdx

g) /(295 + 2) - arccotg x dx h)/ arccos x da g) /x -arcsin z dz

Vysledky

3.6. a)2(x—1)e +c by -2 +c ¢ Cuidf” 247 1 ¢ d) (20— 1)e* +c

e)e\ (3z—5)+c f)4ei(13—2z)+c g) —(4z+3)cosz+4sinz+c h) —4zcos% +8sinZ + ¢

i) — (‘% 0221 cos 3z + sin 3z + ¢ j) tsint 4+ cost +c k) 2523 sin2x + <2 4 ¢
1) z2 msm2x conm T

m) —xcotgz + In|sinz| +c¢ mn) —22%cos 2z + 2w sin 2x + cos 2z + ¢

0) e%z(?m— 1)?+e¢

3.7. a) & lnx———l—c b) % lnx———l—c ) 2zy/rlnz — oz +c d) -2 -1y
e) Qzarctgx—ln(x +1)+c f)g”jlarctgcc—ﬁa:—kc g) (z%+ 2z + 1) arccotgz +In(1 +22) +z + ¢

h) xarccosz —v1—a%2+c¢ h) L{l—i—%\/l—:ﬁ—l—c

o8



3.6 Integrovanie racionalnej funkcie

P,
Funkciu f(z) = Qn((x>>, kde P,(x), Qm(z) st polynémy stupiia n a m, nazyvame raciondlnou funkciou.
m(x
e Ak stupeil polynému P, (z) je mensi ako stupeii polynému Q,,(z), t.j. ak n < m hovorime,
Ze funkcia f(z) je rydzoraciondlna.

e V opacnom pripade, t.j. ak n > m hovorime, ze funkcia f(z) je nergdzoraciondlna .

Kazdd nerydzoraciondlnu funkciu moZzeme vyjadrif ako stcet polynému a rydzoracionélnej funkcie.

P(x) Zk(x)
= U,,. X + 5
Qu(e) TG
kde Zy(z), Qm(x), U.(z) st polynémy stupiia k, m, r, pricom k < m, r +m = n. Funkcia U,.(x) je prislusny
Z
podiel, Z(x) je zvySok po deleni polynémov P, (z), Q.. (x) a funkcia Qk((x)) je rydzoracionélna, pretoze
m(

k< m.

Kazdu rydzoracionédlnu funkciu moZzeme rozlozif na siucet elementarnych zlomkov. Elementdrnymi (par-
cidlnymi) zlomkami nazyvame raciondlne funkcie tvaru

A Mx+ N
(x—a)”’ (22 +px+q)"’

kde A, M, N, a, p, g sa realne &isla, n prirodzené ¢&islo a polyném z? 4 px + ¢ nem4 redlne korene, t.j.
2
p* —4q < 0.

Uvazujme rydzoracionalnu funkciu Qn(( )) Rozklad tejto funkcie na elementirne zlomky tzko suvisi
m(x
s korefimi polynému @Q,, (), t.j. s rieSenim rovnice Q,,(z) = 0.
a) Predpokladajme, Ze polyném @Q,,(x) méa reilne navzajom rodzne korene x1, xa, ..., Tm. Dand funkciu
P (z) » )
rozlozime na elementarne zlomky v tvare
Qm(z)

Pn(l') Pn(.’lﬁ) Al A2 A3 Am

+ + ot
Qm(z) (r—z)(z—29)...(r—2p) -1 xT—29 T—T3 T — Ty
kde Aq, Ay, Az, ..., A,, st redlne ¢isla.

b) Predpokladajme, Ze polyném @.,(z) ma nésobné redlne korene. Nech z; je ki-ndsobny, zo je ko-

nasobny, ..., x, je ks-nasobny realny koren, pricom ki + ko + - - - + ks = m. Dant funkciu
Pn(l‘) o .
rozlozime na elementarne zlomky v tvare
Qm ()
P,(x A A A B B B
"(): L 2 2+... %+...+ 1 + 2 2+“'+$k’
Qm(z) z—21 (x—m) (x —x1)k x—xzs (x—xg) (x — xg)ks
kde Ay, Ao, ..., Ak, ..., B1, ..., By, st redlne cisla.

c¢) Predpokladajme, Ze polyném Q,,(x) obsahuje polyném z? + pz + ¢, ktory nem4 realne korene, t.j.
p? — 4q < 0. Potom sa v rozklade bude vyskytovat elementarny zlomok

Mx+ N Mx+ N
S TSP o
x2 4 px +q (22 + px +q)

Prislusné koeficienty elementarnych zlomkov moZzeme vypodcitat

e metédou porovnivania koeficientov (metédou neurcitych koeficientov),
e dosadzovacou metddou,

e kombinaciou metédy porovnavania koeficientov a dosadzovacej metddy.
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Integrovanie elementarnych zlomkov.

1. Integraly typu

1
/ dx.
r—a

!
f ((x; dz =1In|f(x)| + ¢ alebo pouZijeme substiticiu z — a = t.
T

f

Mbzeme vyuzit vzorec [14] /

3
Priklad 3.20. Vypocitajme /mdx
Riesenie

Integrujme pomocou vzorca [14].

3 1
/7 de =3 /7 da = |derivicia menovatela je (z — 5) = 1| = 3In|z — 5 + c.
T —5 -5

Priklad 3.21. Vypoéitajme/ dax.

dx + 3
Riesenie

Integrovant funkciu upravime tak, aby v ¢itateli bola derivicia menovatela a nasledne pouZzijeme vzorec
[14].

1

1
/ 113 dz = |derivacia menovatela je (4z + 3)" = 4| = Z/

4
4x 4+ 3

1
dx:ZIn\4m+3|+c.

2. Integraly typu
1
/7ndz, pre n # 1.
(z —a)

Pouzijeme substiticiu z — a = t.

Priklad 3.22. Vypocitajme /(2_6396)4dz.
RiesSenie
2-3x=t 5
6 1 1 t~
———dr=| —3dz=dt :6/—~ —= dt:f2/t*4dt:72~— =
/(2—333)4 . 73 3t
dr= —%dt

S +c= __ +c
33 3(2-3z)3

3. Integraly typu

1
ettt
Pouzijeme zékladny integracny vzorec [10]

1 X
1 —arctg - + ¢,
/7dx: %
2 2
a*tz ——arccotg £ + c.
a

Priklad 3.23. Vypoéz’tajme/mdx.

Riesenie

/ L / S D
_— = | — = — arctg — .
36422 2 +a2 " T g MBS
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4. Integraly typu

X
|

Pouzijeme substiticiu a® 4+ 22 = t alebo integrovant funkciu upravime tak, aby sa v ¢itateli nachadzala

fl(LIJ) =1n T C

derivicia menovatela a pouzijeme vzorec [14], t.]. /

x
Priklad 3.24. Vypocitaj ———dz.
rikla ypoci a]me/x2+12 T

Riesenie

Pouzijeme substittciu z2 + 12 = t.

z* +12=¢ 11 171 1 1
X
— _dz= - =[Z.Zdt==/ -dt==Inlt =-In(z?+12 }
/x2+12x 2o dr=di /t 2 2/15 p Inltl o= (% +12) 4
xdx:%dt

Ak chceme integral vypocitat bez pouzitia substittcie, ugravime funkciu tak, aby sa v citateli vysky-
toval vyraz 2z, pretoZze derivacia menovatela je (:c2 + 12) = 2z.

T 1 2z 1
L —de =< [ e dr= I (a® +12) +c.
/x2+12 v 2/x2+12 =g (@ +12) e

5. Integraly typu

x
———dz.
/(x2+a2)” ‘
Pouzijeme substittciu 2 + a® = t.
, o Tz
Priklad 3.25. Vypocitajme | ——— d=.
(2 +15)
Riesenie
2+15=t
[ | e | [L el [T T
@2i1p)? | Awdr=dio = e Ty T T Ty T
xdxz%dt
——77 +c
o 2(224+15)
6. Integraly typu
1
d
/ (@ +a) "

Pouzijeme vzorec

/ 1 dr — T 1 + 2n —3 / 1 da
(z2+a®)" " 2n—1)a® (22 +a2)"""  2(n—1)a? (22 +a2)" 1

1
Priklad 3.26. Vypoéitajme/mdx.

Riesenie

/ 1 dr — T 1 4 2-2-3 / 1 do —
(x2 +4)2 x_2~(2—1)-22 (22 +4)*7D  2-(2-1)-22 (2 +4)@D v

T 1 n 1 1 d T 1 +1 1 q T "
= . . r=—+ —— —_ _—dr = —
2-1-4 2244 2-1-4 22 +4 8 x22+4 8 ) x2+22 8(z2 4+ 4)

i L aretg Z N S
— - —arctg — =———— + —arctg— +c.
§ oMY TCT gz T T
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7. Integraly typu
1
/27dx, kde p?—4¢<0.
T+ pxr +q
Pri v¥poéte integralu tohto typu postupujeme tak, Ze trojclen 2 4+ px + ¢ upravime na tplny stvorec
2
(x + g)Z — & + q a zavedieme substittciu x + & = ¢. Po tprave ziskame integral tvaru

1o t
mdt—aarctga""c.

1

Priklad 3.27. Vypocztajme/mdx

Riesenie
Kvadraticky trojélen z? — 6x + 45 upravime na tplny $tvorec (z — 3)2 — 32445 = (v — 3)2 + 36
a zavedieme substiticiu z — 3 = t.
1 1 t
= [ ——dt=—-arctg-+c=

/71 dnc—/i1 dz = r-3=t
22 —6x+45 ) (x—3)2+36 2 4 36 6 6

dx =dt

1 ¢ :c—3+
= —arctg —— .
6T T
8. Integraly typu
M N
#dx, kde p?—4¢<0.
¢+ pxr +q

2
Trojélen 2 + px + ¢ upravime na uplny Stvorec (z + §)2 — B- + ¢, zavedieme substittciu z + § = ¢,
odkial vyjadrime x = ¢t — §. Po tiprave rozdelime integral na sucet dvoch integralov, z ktorych jeden

mé v Citateli derivaciu menovatela a teda méieme pouzit vzorec [ % dt =In|f(t)| + c. Na vypocet

druhého integralu pouzijeme vzorec [ T dt =2 arctg + c.

+a2

r+3

Priklad 3.28. Vypoéitajme/m

Riesenie

Kvadraticky trojélen 222 + 4x + 27 upravime na tplny $tvorec.

27 27 25
2x2+4x+27:2<x2+2x+2) =2|:(.73+1) -1+ 2] :2[(:54—1)2—!-2].

Zavedieme substiticiu « + 1 = ¢ a vzniknuty integral rozdelime na dva integraly.

1=t
/ z+3 dx—/ z+3 dp — Iz _a _}/(t—1)+3dt_
202 +4z+27 ) 2[(x+ 12+ B] v 1_2 2+
r=1t—

1/ t+2 1/ t 1/ 2 1 1/ 2t / 1
= @t A= At [ dt=
25 25 25 25 25

2 t2+7 2 t2+7 2 t2+7 2 2 t2+7 t2+7

27> V2 \/i(ac+1)+C

11 t2+25 + L te + 11 + 22+ + t
= - —— aIcC —_ CcC = —1n (E — arc
1 2 5_ ACle 5 1 2 5 T

V2 V2

Ulohy

3.8. Vypocitajte neurcité integraly.

a)/<i+x72>dx b)/<x13+mil+;>dx
c)/< 5z+2)dx d)/< 310455)(“

e)/[4x+3_2_15x+(2_25@3}(195 )/[”‘ 7””1_43)2](13;
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1 6 T
- h . A
g)/x2+64dx )/<w2+9 x2+9>dm

1)/ 3 ) n 4 q )/5x7
— - x
2?2 22416 22425 22410
14z + 3
1
)/4x2+36 o )/9x2+25
—d —d
m)/m2—8x+41 o n)/x2—|—5x+10 .
T 3z —1
——d dx
0)/x2+4x+20 . p)/:cQ 10z + 106
Vysledky
3.8. a)21n|x|+7ln\x—2|+c b) njz+3|+3lnjz—1— = +c¢ c) — 515+11n|5x+2\+c
d) —4ln|l —z|—2In[3 -4z +c e)711r1|4:c—i—3|—i—11n|2—59L‘|—|—5(2 5m)2+c
f) 2In|7z - 3| - 25 +c g) garctg +c h)2arctgf—fln(x +9)+c

i) —§—§arctg%+21n( 24+25)+c j) 2In(z? +10) — rarctg\ﬁ—l—c
k) 3In (2% +9) — arctgZ + ¢ 1) Iln(92? —|—25)+ arctg 2 + ¢ m) tarctg izt +c

n) rarcthjierc o)lln(x +4x+20)77arctg Z4c

p) 21n (2% — 10z + 106) +

Integrovanie racionalnych funkcii rozkladom na elementarne zlomky.

Neurc¢ity integral racionalnej funkcie poc¢itame nasledujicim spésobom:

Po(z)
Qm (7)
a rydzoracionalnej funkcie.
P, (x)
Qm ()

¢itame ich neurcité integraly.

e Ak je funkcia nerydzoracionalna, pomocou delenia polynémov ju vyjadrime ako sti¢et polynému

e Ak je funkcia rydzoracionalna, rozlozime ju na sucet elementarnych zlomkov a vypo-

, L 18
Priklad 3.29. Vypocitayme | ——— dz.
2?2 —bx — 14
Riesenie
. 18 .o L . , . ” L L
Funkcia ——————— 5 11 je rydzoracionédlna funkcia. Vyraz v menovateli rozlozime na stc¢in koreniovych
x? —bx —
¢initelov 22 —5x—14 = (z—7) (2 +2). Integrovant funkciu napiSeme ako sti¢et dvoch elementéarnych zlomkov.

18 _ A B
(x—7)(x+2) 2-7 =x+2

Rovnicu vynasobime vyrazom (z — 7)(z + 2) a dostaneme
18=A(x+2)+ Bz —T).

Koeficienty A, B vypocitame dosadzovacou metédou. Za = dosadime do rovnice korene polynému
2% — b — 14, t.j.

r=7 = 18= 94 = A=2
z=-2 = 18=-9B = B=-2

Teda
18 18 A B 1
_ = _— = =2 - _
/x2—5x—14dx /(x—?)(x+2)dx /(x—7+x+2) do /x—?dx
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x—7
T+ 2

1
—2/7dx:2ln\x—7|—21n|x+2\—|—c = 2In
T+ 2

‘4—0.

213 4
Priklad 3.30. Vypocitajme / ot d dx.

x?(x —4)
Riesenie

2
ot -1 +4 C . , . . L
Funkcia ﬂ je rydzoracionalna funkcia. Integrovant funkciu napiseme ako sucet troch elemen-
x?(x —
tarnych zlomkov

? —13z4+4 A E+ C
2(x—4) oz 22 x—4

Rovnost vyndsobime vyrazom z2(z — 4) a dostaneme
22 — 13z +4 = Ax(x — 4) + B(z — 4) + C2?,
a® — 13z + 4 = Az® — 4Az + Bz — 4B + Cz”.

Koeficienty A, B, C' vypocitame porovnavacou metédou. Porovname koeficienty pri rovnakych mocninich
na obidvoch stranach rovnice.

z2: 1 = A +C,
s —13 = —4A + B,
z0: 4 =-4B.
Riesenim stistavy rovnic st ¢isla A =3, B=—1, C = —2. Plati

22— 13z + 4 A B C 1 1 1
e = [ (2424 2 Vae=3)-de— [ =de—-2] —dz =
/ 22 (x —4) . /<x+x2+x—4> v 3/56 v /a:2 v /a:—4 v
1
:31n|x|+;—21n|x—4\+c.

223 + 22 + 30z — 32
Priklad 3.31. VyPOCV@/mjme/ : —;chz—: 1633) dr.

Riesenie
Integrované funkcia je nerydzoracionalna, preto vydelime ¢itatela menovatelom.
22732
223+ 2%+ 30z—32):(2+162) =24 —— _°=.
(2274 @™+ 302-32): (2 + 167) Jr95(;1024-16)
—273 —32x
r?— 2z — 32
2a° + 2° + 30z — 32

Funkciu napiseme v tvare
z(x? + 16) P

20% + 2% 4+ 300 — 32 N 2? — 2z — 32
x(z? + 16) B z(z? 4 16)

22— 2x — 32

Pre rozklad rydzoracionalnej funkcie m

na elementéarne zlomky plati

x272x7327é+3x+0
r(x2+16) =z  22+16

Koeficienty A, B, C vypocitame podobne ako v predchadzajicom priklade porovnévacou metédou.

2 —2x — 32 = A(2? + 16) + (Bz + O)z,
z? — 22 — 32 = Az? + 16A + Bz? + Cuz,
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z2: 1 = A+ B,
zt: =2 = C,
20 —32 = 16A.
Riesenim stustavy su ¢isla A= -2, B=3, C =

e —2x — 32 A Bx+C
T 2= [ (£ —24 2 s
/I(IQHG) v /(x+x2+16) / ! / 2 1 16
1 T 1 2z 1 T
— 9 tde+3) =L _dr—2) ——dz = 21 3.2 2 qr -2 CarctgL +e=
/x T /x2+16 . /x2+16 * nz| + 2/x2+16 Toagarctey e

3 1
= —2In|z|+ Eln (z® +16) — iarctgg +e

Pre integral plati

9 3 2 — 32 2 —2x — 32
/erx + 30z — 3 dx:/ 2+£E /2d:z:+/x z—3 de —
x(z? 4 16) (Jc2—|—16 (22 + 16)
1
:2z+721n|x\+§ln(x2+16)ffarcthJrc.
2 2 4
Ulohy
3.9. Vypocitajte neurcité integraly.
5x710 S+ xz—21
d N —
)/ (z —5) )/ x+3)(x—5) . C)/z2—|—7:cdx
" x+6 6z 4 22 9z 412
d d dx
)/:[,2 de )/:c2+8a:+15 v )/ (z —2)(z +3)
2% + 152 + 32 — 11z — 222 x? —9x+17
d d d
g)/ x—1)(z+2)(x+3) v )/ z2(x —5) v )/ x—2) v
22+ 8z +6 222 — 3z —9
dx d dx
)/ x—1)(z2+4) )/ x+2)(x2+1) . )/ —6:8—1—10)
Vysledky

3.9. a)2In|z|+3In|x —5|+¢ b)3ln|z+2|-2In|z+3|+c c¢) -3ln|z|+4ln|z+ 7 +c
d)2lnjz—4|—In|lz+1]+c e)4dln|z+5|+2In|lz+3|+c
f) 3ln|z —2| —2In|z| —Injz + 3|+ ¢ g)4ln|x—1\—21n|x—|—2| In|lz+3|+¢c
h) 24+ 2Infz|—4ln|z —5/+c¢ i) 2lnjz—2|+ 25 —Injz—3|+c
j) 3ln|z — 1] —In(2® +4) + 3arctg £ + ¢ k)ln|x+2|—|—§ln(m +1) —barctgz + ¢
1) $1In (2% — 6z + 10) + 2arctg (z — 3) — In|z| + ¢

3.7 Integrovanie iracionalnych funkcii

1. Integraly s linearnou iracionalitou.

Integral tvaru

/R(a:, A

kde k1, ko, ..., ky st prirodzené ¢isla, mozno pomocou substitticie z = t* upravif na integral racional-

nej funkcie, pricom k je najmensi spolo¢ny nasobok ¢isel k1, ko, ..., ky.
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_5\[
—z

Priklad 3.32. Vypocitajme
RiesSenie
Pri vypocte integralu pouzijeme substittciu z = t°, kde k = 6 je najmensi spoloény nasobok ¢isel
k1 =2, ko =3.
r=tb
-5 3 — 5t2
f\f de = | dz=6t°dt | = / 3 - 6t° dt = 6/(3 — 5t dt = 6/(3152 —5th)dt =
t=r

=6(t> —t°)+c=6x -6V’ +ec

Integral tvaru

/R(m, Vaz + b, Var +0,..., k\n/ax+b> dx

kde k1, ko, ..., ky, st prirodzené éisla, a, b s redlne ¢isla, mozno upravit pomocou substiticie
ax+b = t* na integral racionalnej funkcie, pricom k je najmensi spoloé¢ny nasobok ¢&isel ki, ko, ..., ky.

3r+4
Priklad 3.33. Vypocitajme Srt dz.

V2r +1
Riesenie

Pri vypoéte integralu pouzijeme substitiiciu 2z + 1 = 2.

2z + 1 =12
4 - 381 4y 2 1
Brtd | 2de=2idt :/27+~tdt:/wdt:f/(3t2+5)dt:
V2 +1 de = tdt 2 2
|
2
1 20+ 1)V2r+1 52 +1
=5 (£ +5t) +c _ (2o )2 vl 0 §+ +c.

. Integraly s kvadratickou iracionalitou.

Najjednoduchsim tvarom integralov s kvadratickou iracionalitou st integrély, ktoré mozeme vypoditat
priamo pomocou integra¢nych vzorcov:
3 xr
arcsin o + ¢,

1
=T —arccos £ + ¢,

1
/\/ﬁd$=1n‘x+\/x2+k"+c

1
Priklad 3.34. Vypocitajme / ——dz
vp J V18 — 222

Riesenie
Integrovani funkciu upravime vynimanim pred zatvorku.

1
arcsin — —l— C.

/m /ﬁ f/m IRCRE

3
Priklad 3.35. Vypoditajme | ————dx
v J / Vdz?2 — 20

Riesenie
3 1 3 1 3
7dx:3/7dx:—/7dx:fln’x+\/x2—5‘—|—c.
/ Vidz? —20 V4(x2 - 5) Vi) vzt =5 2
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Integral tvaru

[
—_—dx
ax? +bx +c

vypoéitame tak, Ze kvadraticky trojélen ax? + bx + ¢, a # 0 upravime na tiplny $tvorec.

LAY P e
" % 4a?2  al’

Potom substittaciou x + % =t dostaneme jeden z integracnych vzorcov.

b
am2+bx+c=a(x2—|—aj+c> =
a a

1

Priklad 3.36. Vypocitajme / —dz
V12 + 4z — 22

RiesSenie
Trojélen 12 + 4z — x? upravime na tplny $tvorec a integral vypocitame substituénou metédou.

12440 -2 =— (2" -4z —12) = - [(z—2)* —4-12] = — [(# — 2)* — 16] =16 — (z — 2)*.

r—2=t
dx=dt

| et [ = [ =t
T = x = =
V12 + 4z — a2 V16 — (z — 2)2 V16 — 2

. 4 LT —
= arcsin ——= + ¢ = arcsin

V16

+c.

Integral tvaru

— 7 dx,
/ vax? +bx+c

kde P, (x) je polyném stupnia n > 1, mozeme pocitat metédou neuréitych koeficientov, pomocou tzv.
Ostrogradského vzorca. Plati rovnost

e R S e s
axr X C

kde Q,—1(x) je polyndém stupiia (n — 1) a k je nezndma konstanta.

va x2+bx+c

Koeficienty polynému @,,—1(x) a konstantu k uréime nasledujticim postupom:

e rovnost zderivujeme,
e vyndsobime vyrazom vax? + bz + c,

e porovnavacou metédou vypocitame koeficienty polynému @, _1(z) a konstantu k.

622 — 5 + 4
Priklad 3.37. Vypocitajme bt Zortd dzx.

V2 —2x+3
RieSenie

Polyném P,(z) = 62% — 5z + 4 je polyném 2. stuptia, polyném @Q,_i(x) bude polyném 1. stupiia, t.j.
Qn-1(z) = Az + B. Plati

2 _ 5z 44
O A G (Ae+B) Ve — 20+ 3+ k

/ 1
—_— dx
Va2 -2z 43 Va2 -2z +3

Rovnost zderivujeme

622 — 5z + 4 1 1
o o A 20434+ (A4 B)—e (2w —2) k.
vz -2z +3 2vVx2 — 22+ 3 vz -2z +3

Vynésobime vyrazom vz2 — 2z + 3 a dostaneme

62° —5r+4=A(x* — 22 +3) + (Az + B)(x — 1) + k.
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Po tprave vznikne rovnica
61 — 5z +4 = 242” — 3Ax + Bz + 3A — B+ k.

Hodnoty konstant A, B, k vypocitame porovnanim koeficentov pri rovnakych mocninach.

x?: 6= 24 = A= 3,

z': —5=-3A+B = B= 4,

20 4= 3A —-B+k = k=-1.

Plati
6x* — 5 4 1
il L PP S B/ s _/idm:@mﬂ)m_
N Va? -2z +3

de =Bz +4) Ve —2m+3—1n’w—1+\/x2—2x+3‘+c.

-

Ulohy
3.10. Vypocitajte neurcité integraly.
1 1 Jr
a)/—dx b)/74dx c /7dz
VARG f—m )| V5ta
1 2x + 5
d / S S e / /
)] 4 5% ) ) e )
g)/ h) / Vhz +3 i) / da
V6 4++/5x +3 var+2+ \3/1: + 2
3.11. Vypocitajte neurcité integraly.
1 1 1
a ——dx b ——dz c ——dx
) /\/352—14 ) /\/9332—1—54 ) /\/28—7302
1 4 1
d)/—dx e)/—da: f)/—dx
Vi +8x + 17 va? —10x + 26 V16 — 6z — x2
1 1 1
—dx h ——dx i —dz
g)/ V12 4 4o — 22 )/\/Sx— 2 )/\/3m2+6x+2
. 1 br + 8 8r —
D A Ry B T T
12 4 5x x4 +4x+7 5+ 3x —
2x% +5 /507211'743& /
m n — _dx o V25 — 22dx
)/\/a:2—|—2x+ ) V27T — 61 — 22 )
Vysledky

3.10. a)61n|1+\‘f|+c b) 2z + 12z +36In |z — 3| +¢ ¢) 6z —6In|Yz+ 1| +c¢
d) ¥ 54725 |yz 5| +c e) ivVad - 41n‘f+1‘+c f) 2+ 1)Ve+1+6Vz+1+c
g8) o5 /(62 —12)5 — L 3/(6x —12)2+ ¢ h) 5282 — 8./55 4+ 3+ 21n|/bx +3 +4’+c
i) 2vVx+2—-3Vx+2 +6\/x—|—2—6ln|\/1—|— +1] +¢

3.11. a)ln|x+x/ﬂ|+c b)%ln’x—l—\/m‘—i—c c)%aresin%—i—c
d)Injz+4+ V22 +82+17|+c¢ e)4dln|z—5+ Va2 — 10z + 26|+ ¢ f) arcsin &3 4 ¢
g) arcsin 272 + ¢ h)arcsin%—l—c 1)—ln‘ —|—1+,/x2—|—2x+§‘+c
j)%arcsin“{f—&—c k) 5vVa2 + 4z +7—2In|z+24+ Va2 +4z+ 7| +c
D) S4VET 30— 227 - Laresin 2 4 m) (2 - 3)VATF 2 2460 fo+ 1+ VAT T 22|+
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n) (2z + 3)v27 — 6z — 22 + Sarcsin £ + ¢ 0) $2v25 — 2% + P arcsin £ + ¢

3.8 Integrovanie goniometrickych funkcii

Neurc¢ity integral racionalnej funkcie premennych sin x, cos
/ R (sinz, cosx) dz.

moZeme upravit na integral racionélnej funkcie premennej ¢ pomocou substittcie

t=1t x
7Z tejto substitiucie vyplyva
e 2t 11— d 2dt
=tg—, sinx=-——=, cosx=-—7>s rT=——-7-
& 1+ 1+ 1+ 2
. o 1
Priklad 3.38. Vypocitajme - dz.
6sinx —5cosx — D
Riesenie
tg 5=t
1 sinx = 2 1 2
/ : dr = i? = / 2t 1—¢2 : p dt =
6sinz —dcosz — 5 COST = {7z 62y —5 17 —5 1+t
de= H% dt

1 2 2 1 1 6 1
= : dt= | ———dt= [ ——dt=— [ ——dt =~ In[6t - =
/12t5+15+tj255t2 142 /12t—10 /6t—5 6/6t—5 g mI0F =5l +e

1
:61n|6tgg—5\+c.

Ak sa funkcia R (sinx,cosx) da upravif na tvar Ry (sinx) - cosz, mozeme integrél riesif pomocou sub-
stittcie
sinx =t, coszdx = dt.

8
Priklad 3.39. Vypocvz’tajme/ﬂ x.
17 — cos? x

Riesenie

Integrovant funkciu upravime na tvar / R (sinx) - coszdx.

1
/ﬂdx:S/Lﬂdﬁg/%Qcmdx:
17 — cos? x 17 — (1 — sin“ z) 16 4 sin” x

1 1 t i
ZS/WdtZSZarctg1+c:2arctg¥+c

sinx=t

cosrdx=dt

Ak sa funkcia R (sinx, cosz) da upravit na tvar Ry (cosz) - sinz, mdZeme integral riesif pomocou sub-
stitucie
cosx =t, —sinxzdx =dt.
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sinx

Priklad 3.40. Vypocitaj da.
rikla Ypoci a]me/cOSQI_Gcosaj+9 .

RiesSenie
i cosr=t
/ o dx:/ ! sinzdr == inzdr = dt —
cos2x —6cosx + 9 cos?2x —6cosx + 9 —sinzdr =
sinzdr=—dt
1 1 _a_ 1
:/7(*&):*/7&: t=3== :7/—dz:—/272dz:
t2 — 6t +9 (t—3)2 dt=dz 22
. Z_l + + o 1 + _ 1 +
-1 ‘= c_tf?) cosx — 3 ¢

Ak sa funkcia R (sinz, cosz) d& upravit tak, Ze v nej vystupuji len parne mocniny vyrazov sinx,cosx
a funkcia tg x, moézeme integral riesit pomocou substittcie ¢ = tgx. Z tejto substiticie vyplyva

t? 1 dt
sinz = ——, cosPx=-——=, dz= .
1+¢2 1+¢2 1+¢2
12

Priklad 3.41. Vypoditajme | —5————
vp J / sin?x + 9cos?

Riesenie

Integrovana funkcia obsahuje parne mocniny funkcie sinx a cosxz. PouZijeme substittciu tgz = ¢.

tgx=t
2 2
12 sSin Il'fw 12 1
.2—dx: 1 = o) 1 . 2dt:
sin®z + 9 cos? x cos® & = et e 1+t
dx:ﬁdt
1 1 1 1 ¢ tgx
—12 [ g =12 g =12 gt e o 4

Integraly tvaru
/sin”a: -cos"x dux,

kde m, n st celé ¢isla, mdzeme spravidla poditat nasledujicim spdsobom.

a) Ak aspoii jedno z ¢isiel m, n je neparne ¢islo, tak integral upravime pre neparne m na tvar

m—1

sin"x - cos x - cosx dr a pouzijeme substiticiu

sinx =t, coszdx=dt
a pre neparne n na tvar
/sin"_lx -cos™zx - sinz dx a pouZijeme substiticiu
cosx =t, —sinzdx =dt.

b) Ak st obidve ¢isla m, n péarne, tak integrdl mozeme upravit na stdet alebo rozdiel integralov tvaru
/ sin® z dz, / cost z dz, kde k, £ st celé &isla. Tieto integraly potom mozeme pocitat pomocou rekurent-

nych vzorcov
b 1 . k—1 k-2
sin® xdx = ~Z sin“”" "z cosx + 7 sin® ™ “ z dx,
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1 /-1
/cose:cdx = 7 cos' ' sinx + T/coszf2 xd.

Priklad 3.42. Vypocitajme /singx cos? xdx.
Riesenie
Mame integral typu / sin” x cos”™ x dz, priCom n je neparne. Integrovana funkciu upravime na tvar

sinx - costx -sinz a zo vztahu sin®z + cos

cosx = t. Teda

22 =1 vyjadrime sin?z = 1 — cos? 2. Pouzijeme substiticiu

cosxr =t
/sin?’x cos4xdx:/sin2x costz SiIl$d$:/(1—COSQSU) cos*z sinzdr =| _sinzdr=dt =
sinxdr=—dt
2\ 44 4 46 0t L 5 L 7
= [Q—-t)t*(=dt)=— [ (t" =t )dt:—g—l—?—i—c:—gcos 33—}—?005 x +c.

Priklad 3.43. Vypocitajme /sin5 x cos® xdx.
Riesenie

Mame integral typu / sin™ x cos™ x dx, pricom obidva exponenty n a m su neparne. Upravme funkciu na

2 2

stéin sin® z - cos? x - cosx (je to vyhodnejsie, pretoze m < n). Zo vzfahu sin? z 4 cos?>x = 1 vyjadrime
2

cos? z = 1 —sin® x. Dostaneme funkciu tvaru R (sinz) - cosx, preto zvolime substittciu sinz = ¢. Teda
/sin5a: cos® zdx = /sinsx -cos®z - coswdr = /sin5:c (1 —sin®z) - cosxdx =

:/ts(l—tz)dt:/(t5—t7)dt:tﬁ—tS—i—c:1Sin6x—1sin8m—|—c.
6 8 6 8

. sinz =1

cosxdx =dt

Priklad 3.44. Vypocitajme /sinsmdx.
Riesenie

Integral mozeme pocitat pomocou rekurentného vzorca. AvSak funkcia sinz je umocnend na neparne &islo,

preto modzeme vyuzit analogicky postup ako v predchddzajucich tlohdch. Upravme funkciu na stéin
sin? z-sinz. Plati sin? 2 = 1—cos® z ateda sin’

preto zvolime substitiiciu cosx = t.

. . . 2 .
/sm5a:d:1:=/sm4:1:-smxda::/(1—003233) -sinzdr =
5

2t3 P 2c0sz  cosPx
:/(1—152)2(—dt):—/(1—2t2+t4)dt:—t—ﬁ—?—g—i—c:—cosx—«— 3 T +c

2 . .
T = (1 — cos? m) . Dostaneme funkciu tvaru R (cosz)-sin z,

cosr=t

sinzdr=—dt

Priklad 3.45. Vypocitajme /Sin4mdx.
Riesenie

Vyuzijeme rekurentny vzorec

1 k-1
/Sinkxdz = ~Z sin* 'z cosx + 7 /sink_dex.

Plati . ; 1 ; 1 1
.4 _ 13 B . 9 _ 1.3 3/ 1. 1 _

/sm rdx = 4Sln xcos:c+4/s1n rdx 4sm xcosx+4< 2smx cosx+2/dz>

= ——sin’z cosx—§sinx cosx—|—§a:+c

=-1 2 . )
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Poznamka.
e . . .92 2 v vep
Pri vypocte integralov [ sin’zdz, [ cos? x dx mozeme pouzit vzorce

.9 1—cos2z 9 1+ cos2x
sin“z = ————, cosTr=——"—-

Priklad 3.46. Vypocitajme /sin2a:dx.

RiesSenie

1-— 5 2 1 1 sin 2
/Sinzxdxz/CQObxda:ZQ/(l—cosZﬂc)dx:Q(x—snl? x)—i—c.

Ulohy

3.12. Vypocitajte neurcité integraly.

1
a) /sin2mdx b) /cosfdx c) /_27(196
sin” (ox — 1
1 sin 2z HcosT
d —= cosy/xd f
)/be\/Em )/C0S21'+2 )/3+s1nx
14+¢ x 5+ cotg® x tgx —
o [11Ee w [P, i [
sin? z sin? cos
3.13. Vypocitajte neurcité integraly.
sin x cosx Ccos T
a b c
)/ cos? )/sln T )/\/sm x
sinx 5
d / e / Vsin® z cos z dx f /sin4 z cosxdx
) T)Sél )|V )

sin x Ccos T
sinz (3 — cos® z) dz h / i /7dx
g) / ( ) ) Veos?x — ) sinx + sin’

1 1
j)| ——d k)| ——d 1 d
J)/10+6005x . )/6+5sin:c . )/5cosx—351nx+6 .
1 1 1
- 4 d d
m)/sin2m+40082x * n)/GSin2m+14COSQm—5 v 0)/1—4sinxcosx+30082x v
Vysledky

3.12. a) —3cos2z+c¢ b) 3sini+c ¢) —icotg(bz—1)+c d) 251nf+c e) —In(cos’z +2)+c¢
f) 5In|3 +sinz|+¢ g)—cotgm+tgx+c h) —5cotgz — fcotg’z+ ¢ i) Ftglz —tgz+c

cos T

3.13. a) +c¢ b) —goi +c c)—m—i—c d) \/m—i—c e)fsln:v\/sm z+c f) isin®z+ec
g) tcosz —3cosz+c¢ h)—In[cosz + Veos?z — 9|+ ¢ i)—In si;”a‘cil +c j) farctg( 5 )
k) rarctg(“:g/i%) +c 1) ﬂarctg(tgégg) +c¢ m) Jarctg (8%) + ¢ n) Larctg (52) +c

0) tgm 2+C
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4 Zaklady algebry

4.1 Matice

Nech m a n st prirodzené &isla. Schému m - n ¢sel zostavent do m riadkov a n stipcov nazfvame maticou
o m riadkoch a n stlpcoch alebo maticou typu m x n. Pre maticu typu m x n pouzivame oznacenie

a1 ai12 e A1n
a1 a2 N a9n
A= (ai )m n =
3)m,
Gml  Am2 - Gmp
Matice budeme oznacovat velkymi latinskymi pismenami A, B, C,... Cisla aij, +=1,2,...,m, j =
1,2,...,n, nazyvame prokami matice A. Prvy index i oznacuje poradie riadku, druhy index j poradie stipca,

v ktorom sa dany prvok nachéadza.
Nulovou maticou O nazyvame maticu, ktorej vsetky prvky si nulové.

Ak matica A mé rovnaky pocet riadkov a stipcov, t.j. je typu n x n, hovorime, ze A je stvorcovd matica
stupnian. Prvky a11,as9, ..., any, teda prvky a;; prei = 1,2,...,n, nazyvame prvky hlavnej diagondly matice
A. Ak m # n, maticu nazyvame obdlznikovou maticou.

Stvorcova matica, ktorej vietky prvky neleziace na hlavnej diagonale st rovné nule, sa nazjva diago-
ndlna matica. Diagonédlna matica, ktorej vSetky prvky hlavnej diagonaly st jednotky, sa nazyva jednotkovou
maticou.

Nech matica A je matica typu m x n. Maticu

a1 a921 ... Qm1

a12 Q22 ... Qam2
AT =

ain  A2n ... OAmn

(typu n X m) nazyvame transponovanou maticou k matici A.

4.2 Operacie s maticami
Dve matice A a B sa rovnaji (A = B), ak st rovnakého typu m x n a plati

Qi :bij prei:1,2,3,...,m, j:1,2,3,...,n.

Stuctom dvoch matic A a B rovnakého typu m X n rozumieme maticu C typu m x n (C = A + B), ak
plati
cij = az; + by, prei=1,23,...,m, j=1,2,3,...,n.

Stucet A + (—1)B = A — B nazyvame rozdiel matice A a matice B.

Sucinom matice A typu m x n s ¢islom a rozumieme maticu C typu m x n (C = a - A), ak plati

cij =a-a;, preit=1,2,3,...,m, j=1,2,3,...,n.

Nech matica A je typu m X n a matica B typu n x r. Sucinom matic A - B (v danom poradi) rozumieme
maticu C typum x r (C = A - B), kde

n
Cij = Aibij + Gigboj + -+ + inbnj = Y dikby;
k=1

pre i =1,2,3,...,m, j =1,2,3,...,r. Prvok ¢;; ziskame ako stcet sti¢inov sebe zodpovedajicich prvkov
i-teho riadku matice A a j-teho stipca matice B.
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7 definicie st¢inu A - B je jasné, Ze pocet stipcov matice A musi byt rovny poétu riadkov matice B. Ak je
m # r, tak sucin B - A neexistuje. Su¢in matic nie je komutativny, t.j. vo vSeobecnosti neplati A- B = B- A.

Priklad 4.1. Nech A = 2 =31 , B= 31 L . Vypocitagme
0 -1 2 -2 4 -1

o) A+B b) 2B ¢)4B-3A d) AT - B".
Riesenie

Matica A a matica B st rovnakého typu 2 x 3.
a) A+ B = 2 -3 1 + 3 1 Ly _[2+3 =341 1+1 ) _
0 -1 2 -2 4 -1 0-2 —-14+44 2-1

B 5 —2 2
-2 3 1)
GaB-3A—4.[ 3L L) g (2 3L\ _(12 4 4) (6 93]
-2 4 -1 0 —1 2 -8 16 —4 0 -3 6

2 0 3 -2 -1 2
) A"-B"=| 3 1 |-[1 4= -4 =5
12 1 -1 0 3

A:( o _6>.
911

Riesime maticovt rovnicu A — 2X = O, kde O je nulovd matica. Plati

RiesSenie

—2X=0- A,
X=0+1A

X:00+1 5—6,
0 0 2\ -2 11

Teda

o

-3

Matica X = ( >
1 u
2

Priklad 4.3. Vypocitajme

o) A-BaB-A,ak A= 1 *) B=[° 2
5 —3 0 1



7
b) A-BaB-A, dak A<_3 ! 3),3 1

2 5 1
2
2 -1 4
¢c) A ak A= 0 2 1
2 0 -1
bl 35 1
d A-B-C,ak A=| 2 7|, B= ,C=| .
3 5 -2 1 3

RiesSenie

a) A a B st matice typu 2 x 2, pocet stipcov matice A je rovnaky ako pocet riadkov matice B. Stéin
matic A - B existuje a vyslednd matica A - B bude typu 2 x 2. Plati

A.B— -1 4\ (5 =2\ _((-5+ 40 (=1)-(=2)+ 4-1) _
5 =3 0 1 5-54(-3)-0 5-(—2)+(-3)-1
(-5 6
25 —13 )
Sucin B - A existuje, vysledna matica bude typu 2 x 2. Teda
Boa_ (5 2 [t 4\_[5(D+(=2-5 5-4+(-2)-
0 1 5 =3 0-(-1)+ 1-5 0-4+ .
[ —15 26
5 -3 )

b) Matica A je typu 2 x 3, matica B typu 3 x 1. Poéet stipcov matice A je rovnaky ako pocet riadkov
matice B. Vysledna matica A - B bude typu 2 x 1. Plati

7
A_B:<—3 1 3>. o :<(—3)~7+1-(—1)+3-2>:<—16>.
2 5 1 ) 2.745-(—1)+1-2 11

—_ ~—

T

NN

SN—
Il

Matica B je typu 3 x 1, matica A typu 2 x 3. Pocet stipcov matice B nie je rovnaky ako pocet riadkov
matice A a teda suéin B - A neexistuje.

¢) Matica A je typu 3 x 3. Vysledna matica A? = A - A bude opit typu 3 x 3. Plati

2 -1 4 2 -1 4
A’=A-A=| 0 2 1 0 2 1 |=
2 0 -1 2 0 -1
2:24(-1)-0+4-2 2 (-1)+(-1)-2+4-0 2-44+(-1)-1+4-(-1)
= 0-24+2-0+1-2 0-(-1)+2-2+1-0 0-442-1+1-(-1) | =
2:240-04+(-1)-2 2-(-1)+0-24+(-1)-0 2:440-14+(-1)-(-1)
12 —4 3
= 2 41
2 -2 9

d) Matica A je typu 3 x 2, matica B typu 2 x 2, teda pocet stipcov matice A je rovnaky ako pocet riadkov
matice B. Ozna¢me vyslednii maticu stc¢inu A - B ako maticu D, ktora je typu 3 x 2. Plati
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1 -1 5 s
D=A-B= 9 7 ( )

-2 1
3 -2

1-3+1-2
2-3-7-2
3:3+2-2 3.5-2-1

1-5—-1-1
2-54+7-1

Sucin D - C existuje, vyslednd matica bude typu 3 x 1. Plati

5
= -8

4
17

13 13

5 4 ) —5+412 7
D.-C = -8 17 ( 3>= 8+51 | = 59
13 13 —13+39 26
Ulohy
4.1. Vypocitajte A+ B, 3A — 2B, AT a B+2A7T ak
4 5 =2 3 -2 1
A= 32 7 |.B= 6 5 4
-2 0 1 -2 1
4.2. Vypocitajte %B —2A, ak
1 -1 32
A= 3 =2 |,B=|[-10
-3 2 1
4.3. Najdite maticu X, ktora spliia podmienku 24 — 3X = O, ak
A= 3 2.
-5 4
4.4. Vypocitajte A- B a B - A, ak
a) A— 752’B:12 b) A = -3 B-— 2 1
2 4 37 7 -1 3
2 -1 2 1
1 3 2 0 2
c)A=| —5 ,B:(_132> d) A= 5 1 |, B= . L s
7 _i 0 2
1 2 -3 2
e)A=|[3 -4 2|, B=| -2
0 1 1 -3
5 0 9 2 1 1
f) A= , B=1] -1 3 0
3 -5 7
2 1 4
4.5. Vypocitajte A%, B*, A>—~ B*a A-B—B- A, ak
A 4 5 B- -2 1 '
-3 2 0 3
4.6. Vypocitajte A>a A-B — B - A, ak
2 11 3 7 -1
A=1 -1 0 3 |, B=|l0 2 1
01 1 3 2 2
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4.7. Vypocitajte

Vysledky
3 -1
41. A+ B = 711
-4 1 2
11 4
B+24"=| 16 9
—6 15
,% 2
l — =
42. 1B -2A ~ oy
3
4 =3
2 4
4.3. X:< 3 )
_lo 8
3 3
44. a) A-B = Lo ,
14 32
-2 6
c)A-B= 5 —15
-7 21
_% )
dA-B=| -1 _3
_% 0
-5 17
e) A-B= 16 8
-1 =2
f) A -B= -2 -l
25 —5
45. A% = L 30 ,
-18 —11
3
A-B-B A=
15
3 3 6
46. A= —2 2 2 |,
-1 1 4
—50 —6
4.7. 2 6
-39 -9

b) A-B neexistuje, B-A= (

B.A_ -1 10
-1 34

4

-10 |, B-A= ( -3 )

14

4

13 B-A= -1

a4 ’ - 3

1 I
T2

9 20 =15 11
-1 |, B-A= 1 -3 13
7 -8 16 -7
3 -1 , B-A neexistuje
14 -25

p-(*1) a_p-

09

27
-3

10
8
-1

16
-2
-1

—22
0
-8

-3 29
—18

—20

)
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4.3 Hodnost matice

Hodnost matice je maximalny podet linedrne nezdvislych riadkov v matici. Ak mé matica m riadkov,
moze mat hodnost najviac m, t.j. h(A) < m. Ak h(A) = m, vSetky riadky matice A st linedrne nezavislé.
Hodnost matice A sa nezmeni, ak

e vzdjomne vymenime dva riadky matice,

e vynasobime Tubovolny riadok nenulovym ¢islom,

e pripoc¢itame k niektorému riadku linedrnu kombindciu ostatngch riadkov (Specidlne, ak pripoéitame
[ubovolny nasobok niektorého riadku k inému riadku),

e priddme alebo vynechédme riadok, ktory je linedrnou kombinéciou ostatnych riadkov.

Pri praktickom zistovani hodnosti matice A postupujeme tak, Ze elementarnymi tipravami, ktoré nemenia
hodnost matice upravime maticu A na stupnovity tvar, t.j. pod hlavnou diagonalou buda nulové prvky.
Hodnost matice je rovnd po¢tu nenulovych riadkov v upravenej matici.

Priklad 4.4. Vypocitajme hodnost matice A, ak

-1 ) 3 1 5 1 2 4 =3
) A= 0 —1 2 1 b) A= 3 5 o ) A= 3 5 6 —4
1 -3 -2 -1 5 3 4 5 =2 3
1 1 -1 1 3 8 24 -19
Riesenie

a) Elementarnymi tpravami, ktoré nemenia hodnost matice, upravime maticu A na stuptiovity tvar.

-1 2 3 1 -1 2 31
0 -1 2 1 oo -1 2 N
1 -3 =2 -1 | /+R 0 -1 10 | /—Ry
1 1 -1 1) J+R 0 3 2 2/ /+3R,
-1 2 3 1 -1 2 3 1
o1 2 o1 2
0 0 -1 -1 0 0 —1 -1
0 0 8 5 ) /+8Rs 0 0 0 -3

Hodnost matice A je rovna po¢tu nenulovych riadkov v upravenej matici, teda h(A) = 4.

b) Elementarnymi upravami upravime maticu A na stupiiovity tvar.

2 3 2 2 3 2\ = 1 -1 0
3 22| /=R ~|1 -10]|=~|2 32]|/-2R ~
2 -3 5 2 -3 5 2 -3 5/ /—2R
1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0
~lo 52| =~|l0-15 ~ o -1 5
0 -1 5) = 0 5 2/ /+5R, 0 0 27

Pretoze vyslednd matica m4 tri nenulové riadky, hodnost matice A je h(A) = 3.

c) Maticu A upravime na stupiiovity tvar.

12 4 -3 1 2 4 -3

35 6 —4 | /-3R 0 -1 -6 5 N
4 5 -2 3| /-4Rr 0 -3 —-18 15 | /:3

38 24 -19 /) /-3R 0 2 12 —10 ) /:(-2)
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-1 2 4 -3 1 2 4 -3
N 0 -1 -6 N 0 -1 -6 5 N 1 2 4 -3
0 -1 —6 / — Ry 0 0 0 0 0 -1 -6 5 )
0 -1 -6 / — Ry 0 0 0 0
Hodnost matice je h(A) = 2.
Ulohy
4.8. Uré¢te hodnost matice A.
5 8
1 2 3 2 6 1 2 6 10
a)A=| 0 1 4 b) A= 1 217 c) A= 19
1 2 3 1 1 4 3
-2 3 2
0 2 3 3 1 2 -1 2 3 -2 4
d) A= 2 1 0 2 ) A= 2 -1 3 0 £) A— 3 0 -2 2
2 2 3 1 4 3 1 =2 5 3 2 3
-1 1 2 1 1 -3 4 1 4 6 -3 4
2 1 1 1
4 2 3 4 -1
1 3 1 1
2 1 2 2 -1 11 4 1
g)A=| 21 -1 2 0 h) A=
1 1 1 5
4 2 1 4 -1
1 2 3 4
2 1 2 2 3
1 1 1 1
Vysledky
48. a) h(A)=2 Db) h(A)= c)h(A)=3 d)h(A)=3 e)h(A)=2 f)h(A)=4

g) h(A)=3 h) h(A) =4

4.4 Sustavy linearnych rovnic - Gaussova eliminac¢na metoda

Nech je dana ststava m linedrnych rovnic s n nezndmymi tvaru

a11%1 + a12®2 + a1373+...+ a1p,Ty = b1,

2121 + A22T2 + a23T3+ ...+ AapTy = by,

Am1T1 + Gm2T2 + Am3T3s + ... + GmnTn = bm-

Koeficienty sustavy a;;, 1 =1,2,3,...,m, j =1,2,3,...,n tvoria maticu sistavy
aii ai12 e Ain
a1 a922 N agn
A =
aml1 Am2 ... Qmn
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Maticu

a1 a2 a3 ... Qain b1
— a21 a2 a3 ... QG2p by
A =
aml1 Am2 am3 ... Amnp b,
nazyvame rozsirenou maticou sustavy.
Cisla by, b, ..., by, nazyvame absolitnymi clenmi sistavy alebo pravymi stranami a x1, T2, ..., T sU
nezndme.
Ststava sa nazyva homogénna, ak b; = 0 pre vSetky i = 1,2,...,m a nehomogénna, ak existuje aspon

jedno 7 také, ze b; # 0.

Ststavu mozeme zapisat v maticovom tvare

A-X =B,
kde
a1 a2 @13 ... Qip x1 by
a1 @22 azs ... Q2n x2 bo
A= , X = , B=
am1 Am2 Am3 oo Omn Tn bm

Maticu X nazjvame stlpcom nezndmych a maticu B stlpcom pravijch strdn sistavy.

O riesitelnosti ststavy (1) hovori Frobeniova veta:
Sustava ma rieSenie vtedy a len vtedy, ked hodnost h(A) matice stistavy sa rovnd hodnosti h(A)
rozsirenej matice sistavy.
Dosledok Frobeniovej vety:

a) Ak h(A) = h(A) = n, kde n je pocet neznamych, tak ststava (1) ma prave jedno riesenie.
b) Ak h(A) = h(A) < n, tak ststava (1)) ma nekone¢ne vela riegeni.
c) Ak h(A) # h(A), tak ststava (1)) nem4 riesenie.
Riesenim sustavy nazyvame kazdd usporiadant n-ticu é&isel (¢1,co, ..., ¢n), pre ktora je po dosadeni
zloziek ¢; za nezname x;, © = 1,2,...,n splnend kazda rovnica sustavy .

Gaussova eliminaé¢na metéda

Nech je dana sustava m linedrnych rovnic o n neznamych. K danej ststave linedrnych rovnic pri-
radime jej rozsirent maticu, ktorti elementirnymi pravami upravime na stupiiovity tvar. Podla dosledku
Frobeniovej vety mozu nastat tri pripady:

1. Existuje jediné riesenie, ktoré ziskame tak, ze k upravenej rozSirenej matici priradime odpoveda-
juacu ekvivalentnt ststavu linedrnych rovnic. Postupnym dosadzovanim ziskame hodnoty neznédmych
L1y L2yeeeyLpy.

2. Existuje nekonec¢ne vela rieSeni, ktoré ziskame tak, Ze k upravenej rozsirenej matici priradime odpoveda-
jacu ekvivalentn ststavu linedrnych rovnic a volime p = n — h(A) volnych neznamych. Ostatné
nezname ziskame postupnym dosadzovanim do rovnic.

3. Neexistuje riesenie danej stistavy linedrnych rovnic.

Priklad 4.5. Riesme sustavu linedrnych rovnic eliminacnou metodou

3x1+ xo—2x3+ T4 = 3,
—3x1+ xo+4x3—214= 3,
621 + 319 —4xs + 4y = 4,
921 4+ dxo — 23 — x4 =21.
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RiesSenie

NapiSeme rozsireni maticu stistavy a upravime ju elementarnymi ipravami na stupnovity tvar.

31 -2 1| 3 31 -2 1 3
31 4 -2 | 3| /+R 0 2 ~1 6 | = _
6 3 —4 4 | 4| /-2R 01 0 2|-2/|=
5 —2 -1 |21 ) /—3R, 02 4 -4 | 12
31 -2 1 3 31 -2 1 3
o 2 | -2 o1 0 22 N
02 2 -1 6 | /—2R, 00 2 -5 | 10
0 2 —4 | 12 ) /-2R, 00 4 -8 | 16 ) /—2Rs
31 -2 3
o1 0 22
0 0 -5 | 10
00 0 2 |-4

Kedze h(A) = h(A) = n = 4, podla désledku Frobeniovej vety méa dand ststava linedrnych rovnic jediné
rieSenie, ktoré ziskame tak, ze k upravenej rozsirenej matici priradime odpovedajiicu ekvivalentna stistavu
linedrnych rovnic

3r1+x2—2x3+ T4 = 3,

To +2x4 = -2,
2x3 —bxry = 10,
2xy = —4.
Z poslednej rovnice vyplyva, ze x4 = —2. Dosadenim x4 do tretej rovnice ziskame neznamu x3:

203 =10+ 524 =10+5-(-2) =10—10=0, odkial z3=0.
Dosadenim x4 do druhej rovnice dopocitame neznamu xs:
To=—-2—2x4=—-2+4+4=2.
Dosadenim x4, x3, zo do prvej rovnice ziskame neznamu x:
321 =3 —29+223 —24=3-2+0+2=3, odkial z;=1.

RieSenim ststavy je usporiadand Stvorica (z1, ze,zs,z4) = (1,2,0,—2).

Priklad 4.6. Riesme sustavu linedrnych rovnic eliminacénou metodou

201 — x4+ 3= 4,
$1+ xro — 1‘3:—1,
3$1—7£L‘2—2(E3:—1,
—2x1+ 59+ r3= 1.
Riesenie

Rozsirent maticu sustavy upravime elementarnymi tipravami na stupnovity tvar.

2 -1 1 4\ = 1 1 -1 | -1
L N = 2 -1 1 4 | /-2Rm
3 -7 =2 | -1 3 -7 =2 | -1 | /=3R,
-2 5 1 1 -2 5 1 1) /+2R
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11 -1 | -1 11 -1 | -1

o -3 3 6 | /:(=3) |0 1 -1 |-=2 N
0 —10 1 0 -10 1 2 | /+10R,
0 7 -1 | -1 0 7 -1 |-1) /—17R,
11 -1 | -1 11 -1 | -1

o1 1] -2 o1 1|2 N
00 -9 | —18 | /:(-9) 00 1 2
00 6 13 00 6 | 13 ) /—6Rs
11 -1 | -1

o1 -1 |2
00 1 2
00 0 1

Plati h(A) = 3, h(A) = 4, n = 4. Kedze h(A) # h(A), podla Frobeniovej vety ststava linedrnych rovnic
nema riesenie.

Priklad 4.7. Riesme sustavu linedrnych rovnic eliminacénou metodou

T1+ 222 — 23+ 44 =2,

21‘17 To+ T3+ X4 :1,

T, + Txe —4xs+ 11y =5.
Riesenie

Rozsirent maticu ststavy upravime elementarnymi tipravami na stupniovity tvar.

1 2 -1 4 |2 1 2 -1 4] 2
2 -1 1 1|1 | /=2R, ~| 0 -5 3 -7 |-3 ~
1 7 -4 11 |5) /J-R 0 5 -3 7| 3/) /+Ry

1 2 -1 4 2
1 2 -1 4 2
~1 0 =5 3 =7 -3 ~ < ‘ 3 )

Plati h(A) = 2, h(A) = 2, n = 4. Kedze h(A) = h(A) < n, podla désledku Frobeniovej vety stistava
linedrnych rovnic mé nekonecne vela rieSeni. K upravenej rozsirenej matici priradime odpovedajtcu ekviva-
lentni ststavu linedrnych rovnic a volime volné nezname.

V nasom pripade volime dve nezname (p =n — h(A) = 4 — 2 = 2). Ostatné nezndme ziskame z rovnic:

T1+2r2— T3t+4dmy= 2,
— 5$2 +3£E3 — 71’4 =-3.

Zvolime napriklad x4 = a, x3 = b a z poslednej rovnice vyjadrime x5. Plati

- b
~5y = —3+ T4 — 3w3 = —3+7a — 3b, odkial 5= %
7 prvej rovnice vyplyva
3—-7 3b 10 — 6 + 14a — 6b + 5b — 20
m1:2—2x2+x3—4x4:2_2.+++b_4a: + a5 + a7
4—6a—0
odkiarx1:+.
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4—6a—b 3—T7a+3b wb
5 ) 5 ) )
kde a,b € R. Ak polozime napriklad a = 0, b = 1 dostaneme rieSenie (2, g, 0, 1).

RieSenim stistavy je usporiadand stvorica (z1, z2, 3, 24) =

Ulohy

4.9. Rieste ststavy linedrnych rovnic elimina¢nou metdédou.

2I1+3I2+4I’3: 1, 2331 +3I272$3:0, $1+2I27 I3 = 1,
a) r1 —6x9 — 223 = —1, b) 1 — X9+ 3x3=0, c) 2014+ 3x2+ 3= 2,
4x1 —3x0 +8x3= —1, 201+ x4+ x3=0, T+ 9+ 2x3=-—1,
T1+2x9 — x3— 214 =2,
21+ 2+ 3+ 4 8 3x1 + 210 + x4 = 3,
T T T T4 = 8,
d) ! 2 3 * e) 2x1 +3x9+ brg—2x4= 1,
r1 — T9 — I3+ T4 = 1,
—3x1 — Txo — 1523+ Ty =—1,
T1 4229+ 23— x4 = 4,
x1—2x9+ 3x3— 24 = 0,
3 ! 2+ 3+ * 1 1’14’2%27 $3:1,
T1— T T x4 = 1,
f) ! 2 8 * g) 2x1 4+ 32+ x3 =2,

r1+8x9 —13x3+Txy = 5,

T1+ T2+2x3 =1,
721717 To + 21’372$4:71, ! 2 3

T, + 2094313 — 24 =1,
3rx1+2x0+ x3—24=1,
2x1+3x2+ (L’3+£E4:L

T —2x9+ 223+ x4 = 1,
h) T —2x9 + 203 — x4 =—1,
T, — 229+ 223+ 624 = 6,

5x1 + dxo + 213 =2,
1'1+2332+ $3+ Ty :1, 2.%17 CE2+ $3+21’4+ 31’5:2,
i) T+ X2 + x4 =0, k) 6x1 — 3xo +2x3+4xs + Hxs =23,
2014+ xo+ x3 =2, 621 — 3xo +4x3+ 8x4 + 1325 =9,
41 +4x9 + 223+ 224 =3, 4x1 —2x0+ 23+ x4 + 225=1.

Vysledky

4.9. a) (3,5,—1) b) (0,0,0) c) nemé riefenie d) (1,2,1,3) e) nema riesenie f) nema riesenie
g) (1 —5a,3a,a), a € R h) (2b—2a,b,a,1), a,beR 1) (%,%7%@), a€R
J) (%,—% —a,%—i—ma), a€R k) (b,2b—a+1,3—4a,0,a),a,beR

4.5 Determinanty

Nech A je Stvorcovd matica stupiia n. Determinantom matice A rozumieme ¢islo |A|, pre ktoré plati:

1. Ak A je matica prvého stupiia, t.j. A = (a11), tak |A| = a13.
2. Ak n > 1, tak

|A| = Zaij (1) |Si;| = Zaij Aij, kdel <i<n (tzv. Laplaceov rozvoj).
j=1

Jj=1
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Symbolom |S;;| rozumieme subdeterminant prislichajici prvku a;j, ktory vznikne z povodného deter-
minantu vynechanim i-teho riadku a j-teho stlpca. St¢in (—1)"7|S;;| oznacujeme A;; a nazyvame ho
algebraickym doplnkom k prvku a;;, teda A;; = (—1)"7 |S,;].

Zapisujeme
a1 a2 e A1n
a1 a9 e aAon,
Al =
ap1  Ap2 ... Qpp

7 definicie determinantu vyplyva, ze ak n = 2, tak

ailr a2
|A] =

= 11022 — 12021
a21 Aa22

a ak n = 3, tak
ai;p Q2 a3
Al =| a21 a2 as |=
az1  G32 as3
= 11022033 + A21a32013 + 431012023 — A13022031 — 23032011 — A33A12021 -
Determinant matice druhého stupna najjednoduchsie vypocitame tak, ze od sti¢inu prvkov v smere hlavnej
diagonély odpocéitame sucin prvkov v smere vedlajsej diagondly (tzv. kriZové pravidlo).

Determinant matice tretieho stuptia je vhodné poc¢itat pomocou Sarussovho pravidla. Spoéiva v tom, Ze
pod maticu opiseme prvé dva riadky a vytvorime stciny po troch prvkoch v smere hlavnej diagonély, od
ktorych odpoditame stucéiny prvkov v smere vedlajsej diagonély.

T = 011022033 + 421032013 + (31012023~

- (a13a22a31 + agszaszar; + a33a12a21)-

Sarussovo pravidlo sa nedé pouzit na poéitanie determinantov $tvrtého a vysich stupiiov!

Niekedy, hlavne u determinantov vysSieho stupna, je vyhodné pouZit pri vypocte vlastnosti determinan-
tov:

e ak sa vietky prvky niektorého riadku (stipca) matice A rovnaji nule, tak |A| = 0,

e ak v determinante vymenime navzajom dva riadky (stipce), determinant zmeni znamienko na opacné,
e determinant nasobime ¢islom tak, Ze danym ¢&islom nasobime jeden Iubovolny riadok (stipec),

e ak matica A obsahuje dva rovnaké riadky (stipce), tak |A| = 0,

e hodnota determinantu matice A sa nezmeni, ak ku niektorému riadku (stipcu) pripocitame linedrnu
kombinéciu ostatnych riadkov (stipcov),

e ak matica A7 je transponovana matica k matici A, tak |A| = |A”].

Priklad 4.8. Vypocitajme determinanty

) 43 21

3 —4 13 2 3
a)'—2 5 o L IR
b0 3111
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Riesenie
a) Na vypocet determinantu pouzijeme krizové pravidlo.

3 —4
=3-5—(—4)-(-2)=15-8=T.
B (~4) - (-2)

b) Determinant vypoéitame pomocou Sarussovho pravidla.

2 41
1 6 2|=26-0+(=1)-(=1)-14+3-4-2—[1-6-3+2-(—=1)-240-4-(=1)] =
3 -1 0

=041+24— (18— 4+0) =11.

c¢) Determinant vypoéitame pomocou Laplaceovho rozvoja. Zvolme niektory riadok alebo stipec, podla
ktorého urobime rozvoj determinantu. Vhodny je taky riadok (stipec), ktory obsahuje ¢o najviac
nulovych prvkov. Na tento el upravime determinant pomocou vlastnosti determinantu tak, aby
napriklad 1. stlpec obsahoval tri nulové prvky. Potom urobime rozvoj podla upraveného 1. stlpca.

4 3 2 1| /—4Rs 0 -9 -6 -11
1 3 2 3 1 3 2 3 o2
= =0-(-D*-| 1 1 2|+
4 4 3 3| /-R 0 1 1 2
-8 -5 -8
31 1 1| /-3Ry 0 -8 -5 -8
-9 —6 -11 -9 -6 -11 -9 -6 -11
FL(=D)P 1 1 2 [0 (=D 3 2 g |0 (=) 3 2 3=
-8 -5 -8 -8 -5 -8 1 1 2
-9 -6 -11 9 6 11
=1- (-1 1 1 2|=-1-(-1-(-1):|1 1 2|=
-8 -5 =8 8 5 8
=—-9-1-841-5-114+8-6-2—(11-1-84+2-5-9+8-6-1)] =3.
x2 2 =8
Priklad 4.9. Riesme v R rovnicu 0 1 2 |=0.
z -1 6
Riesenie
Na vypocet determinantu pouZijeme Sarussovo pravidlo.
x2 2 -8
0 1 2 |=62"+0+4x— (—8z—22°+0) =8z" + 12x.
rz -1 6

Neznamu x vypocitame rieSenim kvadratickej rovnice

3
827 + 120 =0 « 42(2x+3)=0 & 2, =0 V T2 =5

Ulohy

4.10. Vypocitajte.

27
1 6

a a—4
-2 a—2

a)
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4.11. Vypocitajte determinant matice D, ak

_ 9
a) D= A+ 3B, A:(i ?) B:(

Wl Wk

)

[CIEN

6 —2 -3 6
b)D=1A-B+2C, A= B=( 7 %) =
4 5) -3 3 4 12
)D-AB-B-A A=|'?%) B=( * !
3 4 -2 1
1 -12
d)p=a>+B, A= 3 %) B= :
-2 1 7 5
4.12. RiesSte v mnozine R nerovnice.
a) 2c—3 x+4 <929 r+2 -1 > 10 r+1 x-5 < 94
x—7 T r+4 33—z r+3 2x-—1
4.13. Vypocitajte determinanty.
2 1 0 8 0 0 3 2 1 -2 7 1
a)| -3 1 4 b)| -9 1 0 c)|4 -1 =2 d| 2 3 -5
0 2 3 10 7 5 5 1 —4 -1 3 2
4.14. Vypocitajte determinant matice C, ak
4 -7 5 4 -2 3
a)C=2A-3B, A=| -9 8 2 |,B=] —5 3 1
2 -5 3 1 -6 2
2 1 0 3
b)C=A-B, A= 1 32 |,B= 3 1 -2
-2 2 -3 -1 2
1 0 —4 -4 -10 -9
c)C=A’-B, A=|2 1 2 |,B= 5 6 —3
1 3 1 7 4 5
5 =2 -2 2
dyC=B-A+A, A=| 3 6 0ol|],B=]| -1 -3
0 —4 -1 4 0
4.15. Rieste v mnozine R rovnice.
2 —6 2? 2 10 0 ¢ —6 —-32
a) | —1 2 z |=0 b) x 22 3|=0 c) 1 3|=0
1 -3 8 -1 -7 1 0 2
4.16. Vypocitajte determinanty.
3210 3 1 2 1 0 2
a)3021 b)l—l -2 o) -2 4 2
0 3 2 1 5 1 4 0 3 2 1
3 2 0 1 2 1 1 -2 4 5 8



4100 0 13 5 -3 2
4 3 2 6
o5 o 21 40 0 0 3 2 -2
d) e)| 0 2 1 4 0 )13 9 12 -7 6
6 4 4 8
002 1 4 1 4 6 -5
7 5 5 6
000 2 1 05 -4 2 1
Vysledky

4.10. a)5 b) —21 c¢)a®-38

4.11. a) |[D|=-27 b)|D|=-25 ¢)|D|=-1 d)|D|=0
4.12. a) (-1,1) b) (-1,0) <) (—o0,—5)U(2,00)

413.a) —1 b)40 ¢)39 d) —26

414. a) |C|=-7 Db)|C|=0 ¢)|C|=-1 d)|C|=1056
4.15. a) x1 =4, 29 =4 b)x; =2, 20=3 <¢)x1 =4 x5=-3
416. a) =36 b) 28 ¢) —54 d)66 e) 194 f) 10

4.6 RiesSenie sustav linearnych rovnic pomocou Cramerovho pravidla
Nech je dana ststava n linedrnych rovnic s n nezndmymi
a;1ry + a1z + a13T3 +. .. + a1 Ty = by,
az171 + a202 + ag3T3 +. .. + a2y = by, @)

p1%1 + Ap2T2 + Gp3T3 + ... + ATy = by

Ozna¢me D = |A|. Nech D; je determinant matice, ktord vznikne z matice A nahradenim jej i-teho
stipca stlpcom pravych stran, teda

by a2 a3z ... ain a;r b1 aiz ... ai,
by a2 as3 ... az, az; by as3 ... a2,
Dy = . . . . . , Day= . . . . . )

bn Ap2 Ap3 ... Opn an1 bn ap3 ... Qpp

ail ai12 a3 . bl

as1 a9 a3 e bQ

Dn =
Gn1 Aap2 ap3 ... bn

Ak sa determinant D matice sustavy nerovné nule, tak ststava ma jediné rieSenie a to usporiadanii

n-ticu
Dy Do D,

(.Tl,xQ?...,xn): <D7 D,7D> .

Priklad 4.10. Riesme pomocou Cramerovho pravidla sustavu linedrnych rovnic

2z +5y=1,
3z +4y=>5.
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Riesenie
Vypocitame determinant matice sustavy

D =

‘ 2 5 9 4_5.3-8-15=—7%£0.

3 4

Determinant D matice ststavy je rézny od nuly a podla Cramerovho pravidla mé ststava linearnych rovnic
jediné riesenie. Vypocitame Dy, Dy, kde D;, i = 1,2 je determinant matice, ktord vznikne z matice A
nahradenim jej i-teho stipca stlpcom pravych stran. Plati

1 5

D, = =1-4—-5-5=4—-25=-21,
5 4

Dy = =2.5-1-3=10-3=".
3 5

Potom
_&__21_3 _&_l_ 1
TpD T T YT T T

RieSenim stistavy je usporiadand dvojica (x,y) = (3,—1).

Priklad 4.11. Riesme pomocou Cramerovho pravidla sustavu linedrnych rovnic

31’1 + 21’2 = 5,
T1— X9+ 2x3=4,
- 3932 + 4I3 =".
Riesenie
Vypocitame determinant matice sustavy
3
D=|1 -1 2|=-124040—-(0—-18+8)=—-12+10= -2 #0.
0 -3 4

KedZze D # 0, ststava linedrnych rovnic méa jediné rieSenie. Vypoditame D1, Do, D3. Plati

5 20
Di=|4 -1 2|=-20+0+28-(0-30+32)=8-2=6,
7 -3 4
350
Dy=| 1 4 2 |=4840+0—(0+42+20) =48 —62 = —14,
0 7 4
3 25
D3 = 1 4|=-21-15+0—(0—36+14) = —36 + 22 = —14.
0 -3 7
Potom
xliDi_Qi ’ ‘rQ*D*_2*, xB*Dfi_z—.

Riesenim stistavy je usporiadand trojica (z1,x2,z3) = (=3,7,7).
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Ulohy

4.17. Rieste ststavy linedrnych rovnic pomocou Cramerovho pravidla.

a) 3x—4dy="1, b) 5x 4 6y = —2, c 6x1 +4xo =3,
2z — 3y =6, 3x+4y= 4, Tr1+ 519 =2,
= — = 3.%' i :§7
d) 921+ 610 =2, e) 3x1 — 5o 7, £) 1 2= 3
1+ 3x2 =4, 571 — 9x0 =11, 72x1+ix2:i’
r— y+z2=2, r— y—2z=-1, 201 — xo+ x3=1,
g) 2x— y+z=2>, h) 204+3y+ z2=-2, i) 3214220 — z3=3,
r—=2y+2="7, dr+4y+2z= 4, 1+ 2o+ 223=2,
3rx1+ zo+2x3= 0, 5x1 — 3z + 3x3 =2, 211 + x3= 9,
J) Bxi+ zo0+46x5=—2, k) —5z1+3z04+ x3=2, 1) 2,432 = 16,
261 —2x0+ x3= 3, —3x1 + 229 +423=0, To — ox3 = —10,
31’1+2$2+25E3: 8’ 55617 IQ+5Z‘3:L29, 5.%174132 +4I3: O7
m) 23y —3zy+3r3= 8, M) a1+2z+5x3= 5, ©0)  m+ wzp+dwz= —3,
4w+ xp — 63 =21, 3u1— 22+ z3=14, —5z1 +4zy + a3=—12
Vysledky
4.17. a) D=—-1,D1 =3,Dy =4, (z,y) = (-3,—-4)
b) D=2,D; =—-32,Dy =26, (x,y) = (—16,13)
C) D = Q,Dl = 7,D2 = —97 (1‘1,1’2) = (%,—%)
d) D=9,D1 = ~18,Dy = 18, (71,72) = (—2,2)
e) D = 72,D1 = 787D2 = 72, (Il,llfg) = (4,1)
f)D:_glezgvDQZ%v (xlvxZ):(_%v_S)

g) D= _17D1 = _3>D2 :57D3:67 (:r,y,z) = (37_57_6)
h) D = 15, D; = 30, Dy = —45, D3 = 45, (z,y, 2) = (2,-3,3)

J) D =22,Dy =22,Dy = =22, D3 = =22, (21,72, 23) = (1,-1,-1)
k) D = —4,Dy =56, Dy = 92, D3 = —4, (71,22, 73) = (—14,-23,1)

4
n) D =—14,D; = =18, Dy = 18, D3 = =5, (1,22, 73) = (2,2, %
0) D =45,D1 =45,Dy = 2 Dy = —135 () 25, 23) = (1,3, -2

4.7 Inverzna matica
Stvorcova matica A = (a;;)n., Sa nazyva reguldrna, ak |A 0. Matica A sa nazyva singuldrna, ak
J /M, Yy g » Yy g )
|A| = 0.
Nech A = (aij)n,n je regularna matica. Inverznou maticou k matici A rozumieme Stvorcovi maticu AL

pre ktora plati
Al A=A - A =E,

kde E je jednotkova matica stupna n.
Uvedieme dva sposoby vypoctu inverznej matice:

a) pomocou adjungovanej matice,

b) Gaussovou metédou.
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a) Vypocet inverznej matice pomocou adjungovanej matice

Adjungovanou maticou k matici A nazyvame maticu

Ay Ay o0 Am
A _ A.12 A'22 oo A:’LQ ’
Aln AQn e Ann

kde A;; su algebraické doplnky k prvkom a;; matice A.

Ku kazdej reguldrnej matici A = (ai;)n,» existuje inverznd matica A~! a plati

A A ... Am
1 ~ 1 A12 A22 P An2
A= — A=
4| Al S
Aln A2n B Ann

b) Vypoéet inverznej matice pomocou Gaussovej metédy
Metoéda spociva v tom, Ze

e zapiSeme rozsirend maticu, ktorad obsahuje maticu A a jednotkova maticu E,

e elementarnymi riadkovymi Gpravami upravujeme rozsireni maticu dovtedy, kym na mieste matice A
nedostaneme jednotkovii maticu E,

e danym postupom na mieste jednotkovej matice dostaneme inverzntt maticu A~! k matici A.
Zapis:
(a1 B)—>(E | a).
Priklad 4.12. Vypocitajme inverzni maticu k matici A, ak
4 . 3 2 1
a) A= b)) A= 1 3 1
2 -3
-3 2 0
Riesenie

a) Determinant matice A je
|[A|=4-(=3)—(-7)-2=-124+14=2#0,

takZe matica A je reguldrna a existuje k nej inverzna matica.

K prvkom a;; vypo¢itame algebraické doplnky A;; = (—1)"*7|S;;|, kde S;; je submatica, ktora vznikne
z matice A vynechanim i-teho riadku a j-teho stipca.

A = (=DM S| = (=1)?-(=3) = =3, Ao = (=1)*""[Sa1| = (-1)* - (-7) = 1T,
A = (=1)12 |85 = (—1)3 -2 = -2, Agg = (—1)%F2|Sgs| = (-1)* -4 = 4.

Inverznd matica A~! je

A‘lziA:i A Agr Y _ 1 (=3 7\ _
Al A\ A1 Ay 2\ -2 4

b) Matica A je regularna, pretoZe

7
| |
— W
N NI
v

|A|=3-3-04+1-2-1+(=3)-2-1—[1-3-(=3)+1-2-340-2-1] =—1#£0.
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Existuje k nej inverznd matica.

Najprv ukdzeme vypocet inverznej matice pomocou adju
algebraickych doplnkov A;; k prvkom a;;.

ngovanej matice. Vypocitame preto hodnoty

3.1 1 2 1
Aqp = (-1)? =-2, Agy = (—1)° =2, Azp = (-1)* =1,
11()20 21 = (—1) 0 31()31
A12 - (*1)3 1 1 = 73, A22 = (71)4 3 1 = 3, A32 = (71)5 3 1 = 72,
-3 0 -3 0 11
Gl I T R Py G L B e e C R P G VU I B 4
-3 2 -3 1
Potom
-2 2 -1 2 -2
41 -
A :ﬁA:—T -3 3 =2 | = 3 -3 2
1 -12 7 -1 12 -7

Teraz ukazeme postup vypoctu inverznej matice k matici A Gaussovou metédou. ZapiSeme maticu,
ktord obsahuje maticu A a jednotkovi maticu FE a elementarnymi riadkovymi Gpravami upravujeme
maticu dovtedy, kym na mieste matice A nedostaneme jednotkovii maticu.

3 2 1 1 00 = 1 3 1
13 1 ]0 1 0 = ~ 3 2 1
-3 2 0 ]0 01 -3 2 0
1 3 110 1 0 1 3
~l 0 -7 -2 1 -3 0 /-4 ~| 0 —28
0 4 1 1 0 1 /-7 0 28
1 3 1 0 1 0 1 3
~|1 0 —28 -8 4 =12 0 /4 ~| 0 =7
0 0 -1 1 -12 7 0 0
1 3 0 1 -11 7
~l 0 -7 0 | -21 21 —14 /i (=7) ~
0 0 -1 1 -12 7)) /(=1
1 3 0 11 -11 7 / — 3R 1
~1 0 1 0 3 -3 2 ~1 0
0 0 1 —11 12 -7 0
Inverzna matica je
2 =2
A7l = 3 -3
-1 12

3 1 9 -2 1 1 00
A-A = 1 1 3 -3 2101=10 10
-3 2 0 11 12 -7 0 0 1
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1 00 | /=38R ~
0 01/ /+R,
1o 10
8 |4 —12 0
707 0 7)) /+Ry
1] o 10\ /+Rs
2 |1 =30 | /-2R; ~
~1 |11 -12 7
0 0 2 -2 1
10 3 -3 2
0 1 | -11 12 -7
1
2
-7



Priklad 4.13. Riesme rovnicu s nezndmou maticou X, ak
x. 2 5 _ 4 3 .
-1 -3 2 =5

Maéame riesit rovnicu tvaru X - A = B. Za predpokladu, Ze matica A je reguldrna, vynasobime rovnicu
. . -1
inverznou maticou A~ " sprava. Dostaneme

Riesenie

X-A = B /- A1
(X-A)-A"' = B-A!
X - (A-AYH) = B-A
X-E = B-A™!
X B-AL

Riesenie X rovnice X - A = B teda dostaneme tak, Ze maticu B nasobime sprava inverznou maticou A,

2 5 . [ .
) 5 je regularna, pretoze

Dand matica A = (
|[A|=2-(-3)—=5-(-1)=-1#0.
Existuje k nej inverzna matica. Algebraické doplnky A;; k prvkom a;; su:

Ay =-3, Aip=1, Ay =-5 Axp=2.

Potom pre inverzni maticu plati

|A] A\ Ay Aoy -1 12 1 -2

. . . . . 1
Maticu B nésobime sprava inverznou maticou A~ . Dostaneme

X_-B.Al_ 4 3 ) 3 5 _ 9 14 .
2 -5 -1 -2 11 20
Maticové rovnice tvaru

A-X=B

N . " . . , / . . . . —1
rieSime analogicky. Za predpokladu, Ze matica A je reguldrna, vynasobime rovnicu inverznou maticou A
tentokrat zlava. Ziskame

Al A-X = B
A1l (A-X) = A'B
(A71-A).X = A' B

E-X = A''B
X = A'B

Priklad 4.14. Rie$§me rovnicu s nezndmou maticou X, ak
2 3 X 3 2 _ 11 7 .
-3 -5 1 1 —-16 —10

Maéme rie$if rovnicu tvaru A-X - B = C. Za predpokladu, Ze matice A, B st regularne, vynasobime rovnicu

Riesenie
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. . -1 . . -1
inverznou maticou A~ zlava a inverznou maticou B~ " sprava. Dostaneme

At A-X-B = C /-B™*
A1t (A-X-B)-B' = A'.c- B!
(A-A™Y.X-(B-B™ At.c.-B!
E-X-E = A'.Cc-B™"!
X = A'.c.-B"
Riesenie X rovnice A - X - B = C teda dostaneme, ak vypo¢itame stéin matic A~ - C - B™%.
Matica A = < § s ) je reguldrna, pretoze |A| = —1 # 0. Existuje k nej inverznd matica

e 5 3
-3 -2/

. 2\ . .. , . ( . IR
Matica B = ( i ) ) je tieZ reguldrna, pretoze |B| =1 # 0. Inverzna matica k matici B je

B 1 -2
-1 3/

Vypoditajme stéin matic X = A™'.C - B~}
x5 3y ( w r\ [ 1 -2\_( 7 5\ [ 1 -2)\_(2
-3 =2 —-16 —10 -1 3 -1 -1 -1 3 0

D L . 2 1
RieSenim rovnice je matica ( 0 ) ) .

Ulohy

4.18. Najdite inverznt maticu k matici A, ak

(a7 (5 12 aga_[36
(i) (D) D)

11 -1 3 -1 2 0 -2 1
dA=| —4 -5 &6 e)A=|5 -3 4 fA=| -4 5 -2
-3 -3 4 3 -2 2 5 -3 1

3 4 2 . )
g)A=| -2 -1 -1 h) A =
-2 0 3 -6
1 -3 1

4.19. Rieste rovnice s neznamou maticou X.

o (1) x-(5 ) w70 ) x5 )
(22)  ex(20)-(32)
J-(2 1)

o
N
VR
N W
|
W
~__—
Il
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o(3 )= (7 1) (;

Vysledky
418. a) A7 = T b) A™' = -1
3 -4 z
1 -1 1
dAlt=|2 -1 2 e) A7l = 1
0 -
—4 —10 -2
g A =" 1 1 1 h) A =
7 13 5

-1 1
0 —1
3
3 9
3 1
—2 —2
0 -3
-1 —2

Il
/
O Wi

-2

f) A~ =

=N = O

1 1
6 5
13 10
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