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Predhovor

Zbierka rieSenych a nerieSenych tloh je uréena predovsetkym pre posluchac¢ov druhého ro¢nika
bakalarskeho studia Strojnickej fakulty Technickej univerzity v Kosiciach. Zbierka by mala sluzit
nielen ako uc¢ebna pomocka na cvi¢eniach z predmetu Matematika III, ale aj pre samostatnu
pripravu Studentov. Rovnako dobre v8ak moze posluzit aj inym ¢itatelom, ktori sa zaujimaji
o danu problematiku.

Ucebny text je rozdeleny do Siestich kapitol: dvojny integral, trojny integral, krivkovy in-
tegral, ¢iselné rady, funkcionalne rady a Fourierove rady. Kazda kapitola obsahuje podstatné
teoretické poznatky potrebné k rieSeniu tiloh. V uéebnom texte sa nachédza mnoZstvo rieSenych
a nerieSenych prikladov, pricom prave v rieSenych prikladoch st vysvetlené zakladné postupy
rieSenia typickych a Standardnych tuloh. Obsah zbierky je postacujicim zakladom pre Stidium
a uspesné absolvovanie predmetu Matematika III.

Obom recenzentom prof. RNDr. Jozefovi Dzurinovi, CSc. a RNDr. Anne Grinc¢ovej, PhD.
dakujeme za dosledné postdenie tejto uéebnej pomocky. Ich cenné pripomienky, rady a odpo-
racania prispeli k zvySeniu kvality tejto publikicie.

Kosice, december 2021 Autori
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Kapitola 1

Dvojny integral

1.1 Vypocet dvojného integralu

Elementdrnou oblastou typu M, ,; rozumieme uzavreti oblast ohranicend krivkami z = a,
r="0by=p),y=1y),kde p(x), ¥(z) st spojité funkcie na intervale (a,b) a pre kazdé
x € (a,b) plati, ze p(z) < (z), pozri Obr. 1.1. Teda

Mpy = {lz,y) €Ea:a<z<b plz) <y<y(a)}

Ol a b T

Obr. 1.1: Elementérna oblast typu M, .

Elementdrnou oblastou typu My, ;) rozumieme uzavreti oblast ohranic¢ent krivkami y = c,
y=d, z =y, z=19(y), kde p(y), ¥(y) st spojité funkcie na intervale (c,d) a pre kazdé
y € (c,d) plati, Ze p(y) < (y), pozri Obr. 1.2. Teda

My ={lz.y] €Ea:c<y<d, o(y) <z <y}

7 definicie elementarnych oblasti vyplyva, ze kazda rovnobezka s osou y, resp. s osou x pretne
hranicu oblasti M, 4, resp. M, ;] najviac v dvoch bodoch. Specidlnym pripadom elementéarnych
oblasti typu M, ,; a My, ;) je obdlznikova oblast

I:{[m,y]eEgzanSb,c§y§d}z<a,b>x(c,d).

7



8 Kapitola 1. Dvojny integral

Y(y)
d
C
@) / / x

Obr. 1.2: Elementarna oblast typu My, ;).

Nech je funkcia f(x,y) spojitd na dvojrozmernom intervale I = (a,b) x (c,d). Potom

d

//f(:c,y)dxdy:/b /dfcc,y)dy do— | /bf<x,y>dx y.
I a c a

Ak sa da navySe funkcia f(x,y) zapisat v tvare f(x,y) = g(z) - h(y), tak plati

b d

[ s@wazay= [gwde [nw .
I

a C

Nech je funkcia f(z,y) spojitd na elementarnej oblasti M typu M|, ,. Potom plati

b | ¥(x)

J[sewazay=[| [ f@vay|a.
M @ |o(z)

Nech je funkcia f(z,y) spojitd na elementarnej oblasti M typu M|, .. Potom plati

[

d | ¥(

[ ez [ y)f(ar,y)dw dy.
M )

¢ ely

Priklad 1.1 Vypoditajme dvojny integrél

2
// <x2 + 2zy — Z/Z> dz dy,
T

ak I =(—1,0) x (1,3).
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-1 0 x
Obr. 1.3: Interval I = (—1,0) x (1, 3).

RieSenie. Na Obr. 1.3 je znazorneny interval I = (—1,0) x (1, 3).
KedZe poc¢itame dvojny integral na dvojrozmernom intervale, na poradi integrovania ne-

zalezi. Ak najskor vypocitame urcity integral f (:U + 2zy — ) dy, pricom x povazujeme za

konstantu, dostaneme

0 3 0 0

27 y 3 913
/ /<x +2xy—y)dy da:—/[:v Y+ xy —273} d.%‘:/|:l‘2y+l‘y2+y3:| dz =
1

-1 -1 -1

t;[6x+ﬂx+;>—@¥+x+m 0

2
dx:/<2x2+8x—36)dx:
—1

2x3 26 1° ) 2
_ = —(040-0)—(-Z+14 —12.
[ 3 3 x}—l ( +- ) < 3-+ +_ 3 >

0
Rovnaky vysledok dostaneme, ak za¢neme vypoc¢tom urcitého integralu [ <x2 + 2xy — %) dz,
-1
pricom y povazujeme za konstantu. Plati

0
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Priklad 1.2 Vypoditajme dvojny integrél

// (2 —z)e¥dzdy,
M

ak oblast M je ur¢ena nerovnostami 0 <z <1,0<y < z.
RieSenie. Dané oblast M je znazornena na Obr. 1.4.

Y

Obr. 1.4: Oblast M urcena nerovnostami 0 <z < 1,0 <y < x.

Rovinnd oblast M je popisand systémom nerovnic ako oblast typu My, . Preto najskor
integrujeme podla premennej y, pricom z povazujeme za konStantu. Dostaneme

xT

//(2x)eydxdy:/1 /(Qx)eydy dx:/l(gx)[ey]gdgc:/l(zx)(ex1)d;p:
M 0 0 0

0
per partes: 1
| fw=2-0  g@ =1 | =[@-a -0l - [ (1) - -
fia)=-1 g(x) =e" —x 0
1
:e—1—2+[ex—x;h:e—?)—ke—;—lz%—g.

Priklad 1.3 Vypocitajme dvojny integral

/ / 3622y dz dy,
M

ak oblast M je ohrani¢ena grafmi funkcii y = 2% a y = /2.

RieSenie. Oblast M znézornena na Obr. 1.5 je elementdrnou oblastou typu M, aj typu
Miy z)-
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///’O i x

Obr. 1.5: Oblast M ohranicena grafmi funkcii y = 23, y = \/z".

Vypocitame priesecniky grafov danych funkcii. RieSime stustavu rovnic

y=a°
y =z,
z ktorej po uprave dostaneme rovnicu

:ESZ\/:? s 2—2=0 < IL‘(ZL'5—1):0.

Riesenim tejto rovnice je 1 = 0, zz = 1. Oblast M popiSeme napriklad ako oblast typu M,
stistavou nerovnic

0<zr<l1
P <y< V.

Potom dvojny integral vypocitame nasledovne

1| Va 1 N 1
y 1V
// 3622y dz dy :/ / 3622y dy | de = /36x2 [2] de = /18&02 (a: — xﬁ) de =
M 0 |a3 0 @ 0

1
4 ot 11 5
=1 38 de=18|% -2 | =18(>—2) =2,
8/(;10 x)d:L‘ 8[4 90 84 9 5
0

Rovnaky vysledok dostaneme, ak oblast popiSeme ako elementérnu oblast typu Mj, ;1 a dvojny
integral prepieme na dvojnasobny tak, Ze najprv integrujeme podla premennej z.

Priklad 1.4 Vypocitajme dvojny integrél

// 22 dz dy,
M

ak oblast M je ohrani¢ené grafom funkcie y = Inx a priamkami y =0, x = e.
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y
N e
M y=0
0] 1 (& i
Tr =€

Obr. 1.6: Oblast M ohrani¢ena grafom funkcie y = Inz a priamkami y =0, z = e.

RieSenie. Dana oblast M je znézornenéd na Obr. 1.6. Z obrazka je zrejmé, Ze oblast M je
elementarnou oblastou typu M|, a zaroveil aj elementarnou oblastou typu M, . MoZeme ju
teda popisat dvojakym sposobom, a to sustavou nerovnic
1<zx<e
0<y<Inz

alebo ststavou nerovnic
0<y<1
ey <z <e.

Pre vypocet daného dvojného integralu vyuZzijeme teraz popis oblasti typu M|, ;1. Vypocet
integréalu je totiz jednoduchsi. V pripade, Ze by sme vyuzili popis oblasti typu M, ), bolo by
potrebné pocitat metédou per partes integral fa;2 Inzdz.

Dvojny integral prepiSeme na dvojnasobny tak, Ze najprv integrujeme podla premennej x.
Plati

e

1 1 1
37¢ 3 L3y 1 3y7!
2 2 T e e 3 e
dedy = dz|dy = —| dy = — — — |dy = = —— | =
//‘””//xxy/[?»]yﬂza 3>y3[ey 3]0
M 0 0 0

eY
145 € 1 1,5
=-(ef—=+2)==(2°+1).
3(6 3—1—3> 9(e+)

Priklad 1.5 Vypocitajme dvojny integral

[ ev-asay
M

ak oblast M je ohrani¢end krivkami y = 9 — 22, y = 9 4 22 a priamkou z = 2.

RieSenie. Oblast M je znazornena na Obr. 1.7. Je elementarnou oblastou typu M, ,. Preto
ju popiSeme ststavou nerovnic

0<x <2
9—x2§y§9+x2.
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AZQ—Q:Q O 2

Obr. 1.7: Oblast M ohrani¢ena krivkami y = 9 — 22, y = 9 + 22 a priamkou = = 2.

Dvojny integral prepiSeme na dvojnasobny tak, Ze najprv integrujeme podla premennej y. Plati

2 | 9+a? 2
//(2y—w)da:dy:/ /(Qy—:n dy dx—/y —my9+zdx:
M 0 |9-22 0

4 2

-+ 12353] = —8+96 = 88.

2
/
2
:/[(81+18x2+a;4—9x—x) (81 —182% + 2" — 9z + 2*)] dz =
0
2
/ ;
0

0

Priklad 1.6 Vypocitajme dvojny integrél

/ % dz dy,
Yy
M

ak oblast M je ohrani¢ené krivkami y =z, zy =1, z = 3.

RieSenie. Oblast M znézornena na Obr. 1.8 je elementérna oblast typu M|, ). Vypocitame
prieseCniky grafov funkcii y =z a y = % Rie$ime rovnicu

1 2
r=—- & =1 & x=41.
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Oblast M moézeme popisat ststavou nerovnic

B[ = =
IN A
< =
IN A
& w

Obr. 1.8: Oblast M ohrani¢ena krivkami y = x, xy =1, z = 3.

Dvojny integral prepiSeme na dvojnasobny tak, Ze najprv integrujeme podla premennej .

Dostaneme

3 T 3 T 3
1Z
//gjda:dy:/ /mdy dx:/:l: /y_zdy dx:/x ——| dx =
y? y? yl1
1 1 @

M 1

3 3
1 T 1
x( $+$>®:l/( + %) da [x+ZJ1 3+9 ( +3>
1

20
3

8=

I
H\w

Priklad 1.7 Vypocitajme dvojny integral

1
//y2+1d:vdy,
M

ak oblast M je ohrani¢end priamkami z —y—1=0,z4+y—-1=0,y = 2.

RieSenie. Z Obr. 1.9, na ktorom je znazornené oblast M je zrejmé, ze dana oblast je elemen-
tarnou oblastou typu My, ;). Oblast M popiSeme ststavou nerovnic

0<y<2
l-y<az<1l+4y.
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\ Y //:xl
2 7
\ | y=2
1 M 1
1 0 1 é x
y=1-—=x

Obr. 1.9: Oblast M ohrani¢ena priamkami x —y —1=0,z+y—1=0, y = 2.

Dvojny integral prepiSeme na dvojnasobny tak, Ze najprv integrujeme podla premennej zx.
Dostaneme

2 14y 2
1 1 1 -
dedy = dz|dy = Ty =
//ﬁ+1xy / /yﬂﬁa:y /ﬁ+“] o
M 0 Li~y 0
2 2
1 2y
= / = |y +1]]2 = (In5—In1) = In5.
0 0
Integral [ — 2+1 dy sme vypocitali pouzitim vzorca f f =In|f(z)| +c.

Priklad 1.8 Vypocitajme dvojny integrél

// eV dw dy,
M

ak oblast M je ohrani¢ené priamkami y = 2z, y =4, x = 0.

RieSenie. Oblast M je znazornend na Obr. 1.10. Je elementérnou oblastou typu M|, . aj typu
My, 4 Priesecnikom priamok y = 4 a y = 2 je bod [2,4]. Oblast M mozeme popisat dvojakym
spdsobom, a to ststavou nerovnic

0<xr <2

20 <y<A4
alebo stustavou nerovnic

0<

0<x<

(IR

Ak vyuzijeme popis oblasti M, ,, je potrebné integrovat najprv podla premennej y. To zna-
mena, Ze je treba vypocitat integral [ e*yzdy, a to priamymi metédami nie je mozné. Z tohto
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Obr. 1.10: Oblast M ohrani¢ené priamkami y = 2z, y =4, x = 0.

dovodu je potrebné vyuzit popis oblasti typu M, ;) a integrovat najprv podla premennej z.
Dostaneme

K

a3 4 4
Y
// eV da dy :/ /ey2 dr| dy = /ey2 [z]g dy = /ey2 . %dy =
M 0 |0 0 0
substittcia:
—y*=t —16
| —2ydy=dt 1 . 1 ~lry0 1 _16
N ydy= —%dt “95 /| °€ 9 dt_4[e]716_4(1 e 1),
yDZO tD =0 0
yg=4 ... tyg=-16

Ulohy

V nasledujicich dlohach zistite o aky typ elementéarnej oblasti sa jedné a popiSte ju, ak je oblast
ohrani¢ena zadanymi krivkami.

11 z4+y—2=0,2y—2=0,2=0.
1.2 2+y+3=0,y=3z—-3,y=1.
1.3 zy=2,2x4+y—-5=0.

1.4 y=+x,y=2z,y=3.

x

1.5 y=e** y=e* zv=1.

1.6 y=—22+22+3,y=28x—4.
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17

1.7 y=222+5, y = 2%+ 62.
1.8 y=2+4x2,y=2a%y=0.
1.9 y=22+3z,y=2>4+2—-2,y =3z +6.
110 y=22+9,y=222-7,8—y—7=0.

V nasledujticich ulohach vypocéitajte dvojné integraly na danom intervale.

1.11 (z° +2y) dz dy, I = (0,2) x (0,3).
i

1.12 // (3z —day® — 1) dady, I = (2,4) x (—1,2).
I

1.13 Y dzdy, T = (1,4) x {(—2,5).
3x
1.14 //(5_'_:1;)yd$dy, I = <—470> X <1,6>.

1
2z —5
1.15 // s—drdy, I =(3,4) x (1,2).
I

Y

1
1.1 — I = 1 -2, —1).
6 [ s drdn 1= 0.1) x (<21
1

1.17 //3e3x+y dzdy, I =(0,%) x (0, 1).
I

1.18 //cos (x4 3y)dady, I = <0,%> X <O, %>
I

1.19 // (z%y+ 1) Inzdrdy, I = (1,e) x (—1,1).
I

Yy
1.20 //dxdy,]z 0,1) x (0,2).
/] o 0.1) x {0.2)

V nasledujicich tlohach vypocitajte dvojné integraly na danej oblasti.

3
1.21 // 3 j_ 5 dx dy, ak oblast M je urena nerovnostami 0 < <1,0<y < x.
x
M

1.22 // xy dz dy, ak oblast M je urcena nerovnostami 0 <z < 1, —x < y < 4o — x2.
M
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1
1.23 // 37 o dx dy, ak oblast M je uréena nerovnostami 0 <z <1, 0 <y < e*.
e
M

1.24 dx dy, ak oblast M je urcena nerovnostami 1 <z <2, 0<y < %

[

1

1.25 // 5 dz dy, ak oblast M je uréena nerovnostami 0 <z < 7,0 <y <.

cos?y
M

1
1.26 // — dx dy, ak oblast M je ur¢ena nerovnostami e < x < e?, 1< y <lInzx.
Ty
1.27 // e’ (7 — 4x) dx dy, ak oblast M je urcena nerovnostami 0 <z <1, 0 <y < 3z.
M
1.28 // 22 cosy dz dy, ak oblast M je uréend nerovnostami 0 < y < T 0<x <siny.
M
1.29 / V4 —y? dx dy, ak oblast M je uréena nerovnostami 0 <y <1,0 <z <y.
M
1.30 // ev dz dy, ak oblast M je uréené nerovnostami 1 <y < 2,0 < z < 3%
M
1.31 // (2zy — 3z) do dy, ak oblast M je obdlznik s vrcholmi [—1,1], [2,1], [2,3], [-1, 3].
M
1 .
1.32 //2d:): dy, ak oblast M je obdlznik s vrcholmi [1,1], [3,1], [3,2], [1,2].
(x+4y+1)
M
1.33 // (3x2y — Qx) dz dy, ak oblast M je trojuholnik s vrcholmi [0, 0], [1,1], [1,2].
M
1.34 // cos g dz dy, ak oblast M je trojuholnik s vrcholmi [0, 0], [, 0], [0, 7].
M
1.35 // (2 — y) zdz dy, ak oblast M je ohrani¢ena krivkami y = 23, y = 42 v 1. kvadrante.
M

1.36 // (z®y + 3) da dy, ak oblast M je ohrani¢ena krivkami y = \/z', y = 3z, = = 4.
M

1.37 // xydwz dy, ak oblast M je ohranicena krivkami zy =1, y = x, y = 7 v [. kvadrante.
M
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1
1.38 // — dz dy, ak oblast M je ohrani¢ena krivkami 2y = 22, dx — 2y +3 = 0.
x
M
1.39 //xda: dy, ak oblast M je ohrani¢ené grafmi funkcii y = 22 + 3z, y = 222 — 10.
M
1.40 // (22 — 1) dz dy, ak oblast M je ohranicena grafmi funkcii y = 22 —4x—2, y = —2?+4.
M
2
1.41 // = dz dy, ak oblast M je ohranicené krivkami y = x, y = \/?Tx, r=1z=2
Tt t+y
M
1.42 // (4x 4+ y) dz dy, ak oblast M je ohrani¢ena grafmi funkciiy =z+1,y=1—=z,y = 0.
M
1.43 //wdm dy, ak oblast M je ohrani¢end krivkami y =lnz, z —y =1, y = —1.
M
1.44 // xe¥ dx dy, ak oblast M je ohrani¢ena krivkami y =z, y =0, 2 = 2.
M

1.45 // 5dx dy, ak oblast M je ohranicend krivkami y = %, y = %%, y = e.
M

1.2 Transforméacie dvojného integralu

Na vypocet dvojnych integralov sa ¢asto pouziva substitiicia, ktora je zalozena na transformécii
stiradnic, napriklad pouzitim polarnych stradnic namiesto pravouhlych stradnic.

Poldrny suradnicovy systém (P, p, @) je dvojrozmerny stiradnicovy systém, v ktorom je kazdy
bod roviny uréeny vzdialenostou od pevne zvoleného bodu (pdlu P) a uhlom vzhladom na pevne
zvoleny smer (poldrnu os o). Vzdialenost p od polu sa nazyva poldrna siradnica alebo polomer,
a uhol ¢ sa nazyva whlovd suradnica alebo poldrny uhol, pozri Obr. 1.11.

[p, ¥l

polomer p

polarny uhol ¢

pél P polarna os o

Obr. 1.11: Polarna stradnicova sdstava.
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Ak pravouhla suradnicova ststava (O, x,y) a polarna suradnicova sustava (P, p, ¢) v rovine
st navzajom pridruzené, tak vztah medzi pravouhlymi stradnicami z, y a polarnymi stradni-
cami p, ¢ bodu B je dany rovnicami

T = pcos p,

y = psinep, (1.1)

kde 0 < p < 00, 0 < p < 2m, pozri Obr. 1.12.
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Obr. 1.12: Vztah medzi pravouhlymi suradnicami a polarnymi sturadnicami.

Polarna transformaécia. Zobrazenie ¢ : Eo — Eo definované rovnicami (1.1) nazyvame poldr-
nou transformdciou priestoru Ey. Poznamenavame, Ze suradnicové sustavy (O, x,y) a (P, p, )
st navzajom pridruzené, ak

1. P=0,t.j. pol P je totoZny s bodom O = [0, 0],
2. polarna os o splyva s kladnou ¢astou osi x,

3. kladny zmysel otdcania v rovine je definovany tak, Ze otocenim osi x o uhol ¢ = §
dostaneme os .

Pre Jakobian zobrazenia ¢ definovaného rovnicami (1.1) plati

cosyp —psine
singp  pcosp

=p. (1.2)
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‘ = pcosQ<p+psin2g0 = p(COS2<,0+SiIl2<,D) =

Ak zobrazenie ¢ : M* — M je definované rovnicami (1.1), M* je uzavreta meratelnéa oblast
a funkcia f(x,y) je spojita na oblasti M = ¢(M*), tak plati

//f(:v,y)dfvdyz//f(pcosw,psinsﬁ)-pdpdw- (1.3)
M M*

Tato transformécia sa zvycajne pouziva, ak oblast M je kruh alebo ¢ast kruhu so stredom

v bode [0, 0].



