TECHNICKA UNIVERZITA V KOSICIACH
STROJNICKA FAKULTA

MATEMATIKA 2

Miriam Andrejiova, Zuzana Kimakova

2020



RECENZOVALI: doc. RNDr. Denisa Oleksakova, PhD.
RNDr. Anna Grincova, PhD.

© doc. RNDr. Miriam Andrejiovd, PhD.
RNDr. Zuzana Kimakova, PhD.
2020



Predhovor

Matematika predstavuje univerzalnu vednu disciplinu a je vyznamnym prostriedkom, ktory
umoznuje riesit mnohé tlohy a problémy z réznych odbornych a praktickych oblasti. Poznatky
z matematiky sa bezne aplikuju v technickych, prirodovednych, ekonomickych a spolo¢enskych
vedach.

Tento ucebny text je uréeny pre posluchacov prvého roc¢nika bakalarskeho studia Strojnicke;j
fakulty Technickej univerzity v Kosiciach. Rovnako dobre v8ak moze poslazit posluchac¢om Fa-
kulty banictva, ekoldgie, riadenia a geotechnoldgii a Fakulty materidlov, metalurgie a recyklacie
Technickej univerzity v Kosiciach.

Ucebny text obsahuje podstatné teoretické poznatky z analytickej geometrie v priestore,
integralneho poctu funkcie jednej redlnej premennej (urcity integral a jeho aplikacie), diferen-
cidlneho poctu funkcie viac premennych a diferencidlnych rovnic.

Kazda kapitola je ¢lenena na podkapitoly, pricom v teoretickej Casti st vysvetlené zakladné
pojmy. Praktickd cast obsahuje nielen rieSené tlohy, ale aj tlohy, ktoré sliZzia na precvic¢ovanie
a na overovanie ziskanych vedomosti.

Obom recenzentom doc. RNDr. Denise Oleksédkovej, PhD. a RNDr. Anne Grinc¢ovej, PhD.
dakujeme za starostlivé postudenie tejto uéebnej pomocky. Ich cenné pripomienky, rady a od-
porucania prispeli k zvysSeniu kvality tejto publikacie.
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Kapitola 1

Zaklady analytickej geometrie
v priestore

1.1 Vektory a operacie s vektormi

1.1.1 Orientovana usecka, vektor

Dva rozne body A, B uréuja v priestore jedint priamku. Cast priamky, ktora sa nachadza medzi
bodmi Aa B nazjvame tuseckou AB. Usecku AB, v ktorej je stanovené, ktory z jej krajnjch
bodov je pociato¢ny a ktory koncovy bod, nazyvame orientovanou useckou. Orientovant tsecku
s pociatoénym bodom A a koncovym bodom B budeme oznacovat AB.

P —_—>
Definicia 1.1. Dizkou orientovanej usecky AB rozumieme vzdialenost bodov A a B.

—_ ——>
Hovorime, Ze orientované usecky AB, C'D su suhlasne orientované (Obr. 1.1), ak polpriamky
AB, CD lezia na rovnobeznych alebo totoznych priamkach a zaroven

e jedna z polpriamok je ¢astou druhej alebo

e obe polpriamky leZia v tej istej polrovine uréenej priamkou AC.
v z . 7 7 v =g g 4 L 7 . 7z
V opac¢nom pripade sa orientované usecky AB, C'D nazyvaju nesuhlasne orientované.

C D

Obr. 1.1: Stihlasne orientované tsecky

Definicia 1.2. Nenulovym vektorom nazyvame mnozinu vsetkych suhlasne orientovanich ise-
ciek rovnakej dlzky 1.

'Pojem nulového vektora zavadzame v definicii 1.4.
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Lubovolna orientovana tusecka, ktord mé zadana dlzku, orientéciu a smer, uréuje geomet-
ricky vektor. Tato tsecka sa nazyva umiestnenie vektora. Ak st dve orientované usecky AB
a CT)) umiestnenim toho istého vektora, potom hovorime, ze vektory AB a C—D) sa rovnaju
a piseme AB=CD.

Definicia 1.3. Dve orientované usecky AB o CD urcuju ten isty vektor prdve vtedy, ak stvor-
uholnik ABDC' je rovnobeznikom, t.j. ak su stredy useciek AD a BC' zhodné (Obr. 1.2).

lC D
-
A B
Obr. 1.2: Vektory
Poznamka 1.1. Vektory oznacujeme malymi pismenami a, b, i, ...alebo a,b,u,...

1.1.2 Stradnice vektora, velkost vektora

Kazdému bodu X v priestore mozeme jednoznacne priradif usporiadant trojicu realnych ¢isel,
ktoré nazyvame jeho siradnicami. Zapisujeme X =[xz, xo, x3 |.

Majme body A a B, pricom A =[ay, as, ag ], B =[b1, b, b3 |. Vzdialenost dvoch bodov
A a B vypo¢itame podla vztahu

d(A, B) :\/(b1—a1)2+(b2—a2)2+(b3—a3)2. (11)

Pre stred S usecky AB plati

S:[a1+b1 (I2+b2 a3+b3]'

1.2
2 7 2 7 2 (12)

—

Ak je vektor @ urceny orientovanou useckou AB, kde A = [aq1, az, ag] a B = [ by, be, b3 ],
tak 4 = B— A a ¢isla uy = by — a1, ug = by — ag, ug = by — ag nazyvame suradnicami vektora 1.
Zapisujeme u = (uq, ug, ug).

Velkostou (absohitnou hodnotou, dizkou) vektora i = (1, uz, uz ) nazyvame &islo

|]=\/u? +u3 +u3 . (1.3)

—
Velkost vektora i je dané dlzkou orientovanej tsecky AB, ktora je umiestnenim vektora .
Plati

it = |AB| = /(b1 - a1)? + (ba — az)? + (b3 — ag)? = \/u? +u + u} . (1.4)

Definicia 1.4. Vektor, ktory md nulovi dizku, nazgvame nuloviym vektorom a oznacujeme
symbolom 0= (0, 0,0).

Definicia 1.5. Vektor, ktorého velkost sa rovnd jednej, nazgvame jednotkovym vektorom.
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Ak @ # 0, potom jednotkovy vektor vektora @ je
Uo = — - U. (1.5)
Pre kazdy vektor 4 = (w1, ug, us) plati, Ze sa da jednoznac¢ne vyjadrif v tvare

U= ulg+UQ3+’UJ37§, (1.6)

kde 7, j a k st jednotkové vektory na saradnicovych osiach x, y, z v pravouhlej stradnicovej
sustave (Obr. 1.3). Suradnice jednotkovych vektorov st

i=(1,0,0), 7=(0,1,0), k=(0,0,1).

=4

‘\.‘

<v

X

Obr. 1.3: Pravotocivy pravouhly stiradnicovy systém

Uhly «, S, 7, ktoré zviera nenulovy vektor @ = (i, ug, ug) s vektormi i, j, k nazjvame
smerovymi uhlami vektora . Kosinusy tychto uhlov sa nazyvaji smerové kosinusy a plati

cosaz@, cosﬁ’:u—f, coswzu—f)’, (1.7)
| | |
cos® o+ cos® B+ cos?y = 1, (1.8)
o = (cosa, cos 3, cosy ), (1.9)

kde g je jednotkovy vektor vektora .

Poznamka 1.2. Smerové kosinusy vektora i uréuju jednoznacne smer a orientdciu vektora.

1.1.3 Vlastnosti vektorov. Operacie s vektormi

Pre dva vektory a = (a1, ag, ag ), b= (b1, ba, b3 ) je definovana rovnost, stucet, rozdiel vektorov
a sucin vektora s ¢islom nasledovne

1. rovnost vektorov

EL:B <~ a1=b1,a2=b2, a3:b3, (110)
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2. sucet vektorov

d+5=(a1+b1,a2+bg,a3+b3), (1.11)

3. rozdiel vektorov

a-b=(ay-by, ag—ba, a3 —b3), (1.12)

4. sucin vektora s cislom, k e R

ka = (k:al, ]{JCLQ, kag)‘ (113)
Pre kazdé dva vektory u, v plati
u+7v je vektor, -7 je vektor,
4+0=0+a-=4, U+0="70+1,

Definicia 1.6. Skaldrnym sicinom G- b vektorov @, b nazgvame ¢islo (skaldr), pre ktoré plati
1. ak a, b st nenulové vektory, potom
a-b=|al|b| cosp, (1.14)
kde ¢ je uhol vektorov @ a b (0<p<m ),
2. 4-b=0< ak
a) =0 alebo b=0 alebo

b) cosp =0, t.j. vektory a, b st navzdjom kolmé.
Ak vektor @ = (ai, a2, ag) a vektor b= (b1, b, b3 ), tak

d-BZ (al, az, as ) . (bl, bg, b3) = albl +a2b2 + a3b3. (1.15)

Pre Tubovolné vektory @, b, ¢ a pre kazdé ¢islo k € R plati

[\

al®,

) ) |

=l
Q

a-b=b-

Y-G=d-¢+b-¢C.

S

(ka)-b=k(da-b), (a+

Pre jednotkové vektory ¢, 7, k plati

i-i=|i||i|cosO=1, i-i=j-j=k-k=1, i-j=i-k=j-k=0. (1.16)
7 definicie skaldrneho stéinu vyplyva vztah pre uhol vektorov @, b.

Veta 1.1. Pre velkost uhla ¢ nenulovych vektorov a, b plati

a-b

- 2 2 2 2 2. 712 (1'17)
| \/a1+a2+a3\/b1+b2+b3

cosp =

S| S

ST T
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Definicia 1.7. Vektorovym sicinom @ x b vektorov a, b (v tomto poradi) nazyvame vektor
v =axb, pre ktory plati

1. |v]=]axb|=|d||b|sinep, kde ¢ je uhol vektorov d a b,
2. ¥ je kolmy na vektory @, b,

3. trojica vektorov @, b, ¥ je kladne orientovand, t.j. vektory tvoria pravotocivy siradnicovy
system.

Poznamka 1.3. Kaidy pravouhly siradnicovy systém, pre ktory plati i x j = k, nazyvame
pravotocivym suradnicovym systémom.

Ak vektor @ = (ay, ag, a3 ) a vektor b= (by, ba, b3 ), tak

- -

axb= al a9 as =i( agbg—agbg)—j(albg—agbl)+/€(a152—a2b1). (1.18)
by by b3

Pre jednotkové vektory i, 7, kv pravotoc¢ivom pravouhlom systéme plati

—

ixi=jxj=kxk=0, (1.19)

%xj:k, jx]%:%, ]{x%:j. (1.20)

Ak a = Eg ab= Xﬁ, tak |d x b| Giselne predstavuje obsah rovnobeinika ABCD uréeného
vektormi @, b (Obr. 1.4).

D C
s . ¢
[gxbl I
A El B a
Obr. 1.4: Obsah rovnobeznika Obr. 1.5: Rovnobeznosten

¢ nazjvame cislo - (b x ¢). Ak

L
R

Definicia 1.8. Zmiesangm siucinom trojice vektorov a
a= (al, ag, a3), b= (bl, bg, bg) ac= (01, C9, 03), tak

R al a2 ag
a- (b X 6) =| b by bs |. (1.21)
C1 C2 C3
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Pre Iubovolné vektory @, b, ¢ plati
G- (bxé)=-b-(axé), a-(bxé)=(axb)-é,
G-(bxé)=b-(éxa)=c-(axb).

Poznamka 1.4 Ak je zmiesany sucin d-( EXE) kladny, tak systém vektorov a, b, ¢ je pravotocivy.

Absolttna hodnota zmiesaného stéinu | a-(bx¢é ) | sa rovna objemu rovnobeznostena, ktorého
tri réznobezné hrany si uréené vektormi a, b, ¢ (Obr. 1.5), t.j.

V=ld-(bxé)l (1.22)

Objem trojbokého hranola zostrojeného nad vektormi d, b, ¢ (Obr. 1.6) sa vypocita podla
vztahu

V:%|a.(z§x5)|_ (1.23)

Objem $tvorstena zostrojeného nad vektormi @, b, ¢ (Obr. 1.7) sa vypodita podla vztahu

1 .
V:6|d-(b><é)|. (1.24)
D
D
¢
c C (]
/ I3
A El B A g B
Obr. 1.6: Trojboky hranol Obr. 1.7: Stvorsten
Vektory a1, as, as, ..., a, sa linedrne zdvislé, ak existuje takd nenulova n-tica redlnych
¢isel k1, ko, k3, ..., kn, ze plati
k1c7{+k2672’+k35§+---+knc7n’ :6. (1.25)

Dva nenulové linedrne zavislé vektory su rovnobezné (kolinedrne). Tri nenulové, linedrne
zavislé vektory su komplandrne, t.j. mozno ich umiestnit v jednej rovine. Kazdé tri vektory
v rovine a kazdé styri vektory v priestore sii linedrne zavislé.

Veta 1.2. Dva vektory st kolinedrne prdve vtedy, ked ich vektorovy sucin je rovny nulovému
vektoru.

Veta 1.3. Tri vektory su komplandrne prdve vtedy, ked ich zmieSany sucin je rovny nule.
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Priklad 1.1. Sd dané body A=[-2,4,1] a B=[3, -2, -1].
a) Vypocitagme stred S usecky AB.

b) Uréme suradnice a velkost vektora u, ak U = AB.

Riesenie.
a) Suradnice stredu S tsecky AB uréime podla vztahu (1.2). Stradnice stredu tsecky AB

su aritmetickym priemerom suradnic bodov A a B. Plati

-2+3 1 4+ (-2 1+ (-1
xrg = 2 :5’ ysz—; ):]_’ ZS:—é ):O.

Pre stred S tise¢ky AB plati 5 =3, 1, 0].
b) Vypocitame sturadnice vektora 4 = B — A = (5, -6, —=2). Velkost vektora 4 vypocitame

podla vzfahu (1.3). Plati
=+ 0 = BT COP T (2 =V

Priklad 1.2. Vypoditajme velkost vektorov

a) é=d—b, ak a=(4,50), b=(2,-1,1),
b) d=a+2b, ak a=i-2j+3k b=3j+2k.

Riesenie.
a) Najprv uré¢ime vektor ¢ = d — b= (4,5,0)-(2,-1,1)=(2,6, —1). Velkost vektora ¢ je

|¢]=\/c3+3+c3=\22+62+(-1)2 = VA4l.
b) Uréime vektor d =d+2b= (1, -2,3)+2(0,3,2) = (1,4, 7). Velkost vektora d je

|d| =\/d?+d3+d3=V12+42+ 72 = /66.

Priklad 1.3. Vypocitajme skalarny sicin vektorov

S
A\
U
S
<)
oyl
=
I}
o
=0
1}
uoo
A
~
A
<
N—’

RieSenie.
a) Pre skalarny saéin plati vzfah (1.15), t.j.
-0 = (uy, ug, ug) - (v1, v2, V3) = ULV] + UV + U3V3,

potom
4-5=(2,1,3)(-3,5-1)=2-(-3)+1-5+3-(-1) = 4.
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b) Ak pozname velkost vektorov a uhol ¢, ktory zvierajud, ich skaldrny sucin vypocitame
podla vztahu (1.14)
=|al|b| cosep.

Potom

7 2
d-b=\/§-3-COSZ=3\/§-§:

¢) Najprv upravime vyraz (d+b)-(3d—-b) pomocou vlastnosti skaldrneho suéinu. Plati

—

(a+b)-(3G-b)=3G-a—a-b+3b-a—b-b=3a*+2d-b— b =

:3-3+2-¢§-4-cos% ~9+8. \/_£—16 5.

Priklad 1.4. Vypocitajme vektorovy sicin §xt, ak 5=(3,-5,2), t=(1,6, -4).

RieSenie. Pre vektorovy sucin plati vzfah (1.18), odkial dostaneme

i J k i J k )
§xt=|s sy s3 [=|3 -5 2 | =8i+145 + 23k = (8, 14, 23).
tr ty i3 1 6 -4

Priklad 1.5. Vypocitajme obsah rovnobeznika, ak su zname suradnice jeho troch vrcholov
A=[1,1,1], B=[-2,3,4], C=[4,3,2].

- AC. Plati

o

Riesenie. Najprv uréime vektory a = AB
— —_—
i=AB=B-A=(-3,2,3), ¢=AC=C-A=(3,2,1).

Vypocitame vektorovy staéin a x ¢ podla vztahu (1.18)
i
axcé=|-3

3

= 47 +12) - 12k = (-4, 12, -12).

DO DN .
W &

Pre obsah rovnobeznika ABC'D uréeného vektormi a, b plati

S=]axb|=+/(-4)2 +122 + (-12)2 = /304 = 4V/19 2.

-

Priklad 1.6. Zistime, ¢i vektory a,b,¢ si komplandrne, ak da = (2, 2,3), b= (1,5,2),
é=(3,-10,1).

RieSenie. Zmiesany stéin vypocitame podla vztahu (1.21). Plati

2 2 3
a-(bxé)=|1 5 2 |=-15%0.
3 -10 1

Pretoze zmiesany sucin vektorov je rézny od nuly, vektory d, b, ¢ nie s komplanarne.
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Priklad 1.7. Objem stvorstena ABCD je V =543, Pozndme tri jeho vrcholy: A=[2,1, -1],
B =1[3,0,1], C =12, -1,3]. Vypocitayme siradnice Sturtého vrchola D, ak vieme, Ze lezi
na 08t Oy.

_ . —
RieSenie. Urc¢ime vektory d = AB, b= AC. Plati
— - —
i=AB=B-A=(1,-1,2), b=AC=C-A=(0,-2,4).
Bod D lezi na osi oy, teda D =[0, y, 0]. Vektor ¢ mé stradnice
—
G=AD=D-A=(-2,y-1,1).

Vypocitame zmiesany sucin

1 -1 2
i-(bxé)=| 0 2 4 |=2-4y
2 y-1 1

Objem stvorstena vypocitame podla vztahu (1.24). Plati
1, - . o 1
V=6|a-(b><c)\, odkial 5:6\2—4y].

Rovnica |2 — 4y| = 30 mé dve rieSenia y; = 8, y2 = -7, teda Stvrty vrchol stvorstena ABCD je
D, =[0,8,0] alebo Dy =[0, -7, 0].

Ulohy

1.1 St dané vektory @ = (7,3, -1), b=(-2,6,-3), ¢=(3,5,2). Uréte vektory
a) —a, b) 50, c)i+b-¢, d) 3d - 20 + 4¢, e) a+2b-1ic.

1.2 Vypocitajte stred usecky AB, stradnice a velkost vektora u = AB, , ak

a) A=[1,2,3], B=[3,-4,6], b) A=[2,3,-2], B=[5,3,-6],

C) A= [_1’ 5’ 7]7 B = [27 _37 9]7 d) A= [3’ _47 _5]7 B= [_17 _57 7]

1.3 Dané st body A=[-1,2,0], B=[3,2,1] a C=]0, 1, 1]. Najdite stradnice vektora
a) 3AB+2CA,  b)2BA-24C,  ¢) 4CA-3AC.

1.4 Vypocitajte velkost nasledujtcich vektorov

a)da=(3,21), b) t+25 kdet=(1,3,0),5=(9,1,1),

c) 3d-2¢, kde a=(0,2,14),¢=(2,0,1).

ol

1.5 Vypocitajte velkost vektora d = 3t - 50+, ak 4 = 4i+7j+3k, 0=1+2j+k, w=2i—-3j—

1.6 Vektor d zviera s osami o, a o, uhly 60° a 120°. Aky uhol zviera s osou 0,?

1.7 Urcte stradnice vektora a, ak je dand jeho velkost a uhly, ktoré zviera so stradnicovymi
osami
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a) |a|=4, a=60° [=45° ~=60° b) |a|=6, a=120° [=60° ~=45°.

1.8 Dané su tri za sebou idice vrcholy rovnobeznika ABC'D. Vypocitajte suradnice stvrtého
vrchola D, ak

a) A=[1,-2,3], B=[3,2,1], C=[6,4,4],

b) A=[-3,-2,0], B=[3,-3,1], C=[5,0,2].

1.9 Vypocitajte skalarny sucin 4 - v, ak

a)u=(1,-3,4), v=(5,1,2), b) i=(4,2,-5), v=(2,6,4),

c)i=6i-2j+k, v=1-4j-3Fk.

1.10 Vypocitajte skalarny stcin vektorov @, b, zvierajacich uhol ¢, ak

a)li|=3, [b]=2, ¢=0, b)l|a|=V3, [b]=8, ¢=T1,

C)‘d|=77 |I;|:67 QOZ%

1.11 Pre vektory @, b plati |a|=+/3, |b| =4, <(d,b) = 5 Vypocitajte skalarne stciny
a) a-b, b) @2, c) (G-2b)-(3a-0), d) (bd-—4b)>.

1.12 Vypoditajte skalarny sucin (d — 3b+ 2¢) - (2d - ¢), ak |d| = 2,|b| = 5,

[¢]=4, «(a,0) =%, %(a,é)=%, %(b¢)=r.

1.13 St dané vektory d = (4, -2, -4), b= (6, -3, 2). Vypoditajte

a)a-b, b)(2a-3b)-(a+2b), c¢) (da-b)? d) |2d-b|, e) cos < (d,b).
1.14 Vypoditajte uhol, ktory zvieraju vektory a, b, ak

a) d=(4,-10,1), b= (11, -8, -7), b)d=(4,1,1), b=(-1,1,0).

1.15 Vypocitajte vonkajsi uhol pri vrchole B trojuholnika ABC, ak

A=[1,-1,5], B=[-2,-1,1], C=[5,-1,2].

1.16 Urcte stradnicu ay vektora d tak, aby vektory a a b boli kolmé, ak

i=(9, a2 -5), b=(-3,4,-7).

1.17 Vypodcitajte vnutorné uhly v trojuholniku ABC, ak

a) A= [_L _2a 4]7 B = [_4a _2a 0]7 C= [37 _27 1]7

b) A= [6’ 07 2]7 B = [87 _]-a 4]’ C= [47 _4’ 6]

1.18 Vypocitajte d x b, ak

a)d=2i, b=2k, b)da=i+j, b=i-], c) a=2i+3j, b=3j+2k.

1.19 Vypocitajte d x 5, ak

a)a=(1,3-1), b=(5,-1,4), b)da=(2,-1,3), b=(-6,3,-9).
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1.20 Uréte vektor, ktory je kolmy na vektor d a b, ak
a)a=(1,2,1), b=(3,5,1), b)a=i+j+k, b=2i+].

1.21 St dané vektory d = (2, 1,3), b= (-1, 1, -2). Vypocitajte
a) dxb, b) (3d+b) x b, c) (a—-2b)x (2a+D) .

1.22 Vypoditajte [ax (a+b)]+[ax (axb)], ak

a)a=(2,1,-3), b=(1,-1,1), b)a=(20,3), b=(-3,-1,2).

1.23 Vypodcitajte, pri akych hodnotach o, 8 vektor ai + 35 + Bk bude kolinearny s vektorom
axb, aka=(3,-1,1), b=(1,2,0).

1.24 Vypocitajte |a x B|, ak

a)da=(1,4,1), b=(1,-2,-2), b)a=(2,-4,1), b=(0,3,-2).

1.25 Vypocitajte |a x I;|, ak

a) [a|=4, [b]=5, %(d,b)=F,  b)la|=7, [b]=V12, %(db)=7,

c) |a|=6, |b|=15, d-b=90.

1.26 Vypocitajte obsah rovnobeznika, ak jeho tri vrcholy st
a) A= [77 _57 6]7 B = [97 _47 8]7 C= [67 07 6]7
b) A=[1,2,0], B=[3,0,-3], C=[5,2,6].

1.27 Vypocitajte obsah rovnobeznika a najdite stradnice jeho stvrtého vrchola, ak jeho tri
za sebou iduce vrcholy st A=[8,-4,6], B=[9,-4,8] a C=[6,0,6].

1.28 Vypocitajte obsah trojuholnika ABC', ak

a) A=[1,1,3], B=[3,-1,6], C=[5,1,-3],

b) A=[1,-2,8], B=[0,0,4], C=[6,2,0].

1.29 Vypoditajte sinus uhla, ktory zvieraja vektory d, b, ak

a)di=(-2,2-1), b=(-7,6,2), b)di=(2,1,2), b=(-2,2,1).

1.30 Pre vektory &,I;plati|d|:1, |I;|:27 {(d,g):%. Vypocditajte
a) |axb|, b) | (2a +b) x (G + 2b) |, c) | (@+3b) x (3a-b)|.
1.31 Vypoditajte zmieSany sucin a- (b x ¢), ak

a)a=(2,31), b=(3,-1,2), ¢=(5,3,4),

b)a=(3,4,-1), b=(-2,-3,5), ¢=(7,1,2),

c)G=i+3j+bk, b=2i-Tj+k, ¢=2i-2]+F.

1.32 Vypoditajte zmieSany sucin a- (b x ¢), ak

a) || =5, [b]=2, |¢|=7, %(a,b)=<(b,¢)=(ac)=3,

b) [d|=4, |b]=5, |¢|=3, %(a,b) =T, +(b¢) =%, %(a,c)=1.
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1.33 Zistite, ¢ vektory a,b,¢é st komplanarne, ak
a)a=(2,1,2), b=(1,2,2), ¢=(2,2,1),

b)a=2i+j-Fk b=3i+4j+5k, ¢=1i-2j-Tk.

1.34 Pre aka hodnotu parametra A\, su vektory d=(A,3,1), b= (5,-1,2),
¢=(-1,5,4) komplanarne?

1.35 Overte, ze body A, B,C, D lezia v jednej rovine, ak

a) A=[1,2,-1], B=[0,1,5], C=[-1,2,1], D=[2,1, 3],

b) A: [_17 27 1]7 B = [_37 17 2]7 C: [37 _27 2]a D: [37 _47 3]

1.36 Vypocitajte objem rovnobeznostena, uré¢eného trojicou vektorov d, b, ¢, ak
a)a=3i+2j, b=2i+3j, ¢=1+2j+3k,

b) G=2i+j+3k, b=3i+]+2k, ¢=i+3j+k.

1.37 Vypocitajte objem Stvorstena ABCD, ak

a) A=[1,2,3], B=[-1,0,0], C=[0,-2,0], D=[0,0,-3],

b) A=[2,-3,5], B=[0,2,1], C=[-2,-2,3], D=[3,2,4].

1.38 Objem $tvorstena ABCD je V =29 3. Pozname tri jeho vrcholy A =[-1, 10, 0],
B=[0,5,2], C'=[6,32,2]. Vypocitajte saradnice stvrtého vrchola D, ak lezi na osi o,.
1.39 Objem $tvorstena ABCD je V =233, Tri jeho vrcholy st A=[2,1,3], B=[3,3,2],
C =11, 2,4]. Vypocitajte suradnice Stvrtého vrchola D, ak viete, ze lezi na osi o,.

1.40 Vrcholy $tvorstena st umiestnené v bodoch A, B, C, D. Vypocitajte velkost vysky

Stvorstena prechadzajicej vrcholom D, ak
a) A= [17 L 1]7 B = [27 0, 2]7 C= [27 2, 2]7 D = [37 4, _3]7

b) A:[27 1? 1]’ B:[Ga _272]a 02[47 312]7 D:[_6a 877]

1.2 Rovina

Rovinu mézeme zadat réznymi sposobmi

e bodom, ktory lezi v rovine a vektorom kolmym na rovinu,

e tromi réznymi bodmi roviny, ktoré nelezia na jednej priamke,

e bodom roviny a dvoma linearne nezavislymi vektormi, ktoré st rovnobezné s rovinou,
e priamkou a bodom, ktory na nej nelezi.

V nasledujtcej casti uvedieme najdolezitejsSie tvary rovnice roviny.
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Definicia 1.9. Nech je rovina uréend bodom A = [ g, yo, 20 | a normdlovym vektorom 1, pri-
é¢om normdlovym vektorom rozumieme kazdy vektor, ktory je kolmy na tito rovinu (Obr. 1.8).
Rovnica

(X-A)-7H=0, (1.26)

kde bod X =[x, y, z] je lubovolny bod danej roviny, sa nazgva normdlovd rovnica roviny.

b

Obr. 1.8: Rovina dand bodom A a norméalovym vektorom i

Poznamka 1.5. Vektor AX le3i v danej rovine a je kolmy na normdlovy vektor 7 = (a, b, ¢).
Z definicie skaldrneho sucinu vyplyva (X — A) -1 =0.

Ak v rovnici (X - A) -7 = 0 vyjadrime skalarny sacin dvoch vektorov, dostaneme

(w_x()vy_yOaZ_ZO)'(a? b7 C):07

a(r —x0) +b(y —yo) +c(2-20) =0,

odkial po tprave ziskame vseobecni rovnicu roviny
ar+by+cz+d=0, (1.27)
kde d = —axg — byg — czp.

Definicia 1.10. Nech je rovina uréend bodom A = [ xg, yo, 20 | a dvoma linedrne nezavislymi
vektormi = (uy, ug, uz), v = (v, va, v3), ktoré si s rovinou rovnobezné (Obr. 1.9). Rovnica

X=A+ut+vs, t, seR, (1.28)

kde X =[x,y,z] je lubovolny bod leziaci v danej rovine sa nazyva parametrickd rovnica roviny.
Premenné t, s su parametre.

Obr. 1.9: Rovina dana bodom A a dvoma linedrne nezavislymi vektormi % a ¥



20 Kapitola 1. Zaklady analytickej geometrie v priestore

Ak body vyjadrime pomocou suradnic, dostaneme parametrické rovnice roviny vyjadrené

v tvare
r = xg + ult + wvis,
Yy = Yo + ust + Vs, (1.29)
z = 29 + wugt + wss, t,seR.

Nech je rovina urcéend troma bodmi A = [z, y1, 21 ], B = [22, Y2, 22 ], C = [x3, y3, 23 ],
ktoré nelezia na jednej priamke, potom jej parametrickd rovnica je

X=A+ABt+ACs, t scR. (1.30)

Ak body vyjadrime pomocou suradnic, dostaneme

x = 21 + (xo-z)t + (x3—21)8,
y =y + (e-y)t + (y3-y1)s, (1.31)
z = 21 + (22-21)t + (23-21)s, t,s€eR.

Rovnicu roviny, ktoréd je uréend bodmi A = [x1, y1, 21 |, B =22, y2, 22|, C = [ x3, ys3, 23 |,
neleziacimi na jednej priamke, mozeme zapisat aj pomocou zmieSaného sucéinu vektorov v tvare

(X-A)-[(B-A)x(C-A)]=0 (1.32)
alebo

Tr—x Y- Al

Xro — X1 Y2 — Y1 Z9 — 21 =0. (1.33)

T3 —T1 Ys = 23— 21

Definicia 1.11. Rovnicu roviny v tvare

x z
S A (1.34)
p q T

kde p, q, r # 0, nazyvame usekovy tvar rovnice roviny. Nenulové c¢isla p, q, v nazyvame usekms

a su uréené priesecnikmi P = [p,0,0], @ =[0,4,0], R=1[0,0,r] roviny so siradnicovymi

08aMi Og, Oy, O.

Veta 1.4. Uhol dvoch rovin « a 5, kde av: a1z +byy+ciz+dy =0, B: asx +boy +coz+ds =0

je uhol ¢ €(0, %) ich normdlovyjch vektorov 1, = (a1, b1, c1), 7ig = (az, bz, c2), pre ktory plati

|ﬁa . 77L/3| B ]alag + b1b2 + 0162|

|Tia | [7g]  \faZ+ b2 + 2 \JaZ+ 2 + 2

(1.35)

cosy =

Pri urcovani vzdjomnej polohy dvoch rovin o a 5 berieme do tivahy mnozinu ich spolo¢nych
bodov, ktoré tvoria ich prienik.

e Ak sa roviny pretinaji v priamke p, tak roviny s réznobezné (ozn. a X 3, Obr. 1.10a).

e Ak prienikom dvoch rovin « a 3 je prazdna mnozina, tak roviny st rovnobezné (ozn. « | 3,

Obr. 1.10b).

e Ak prienikom dvoch rovin « a f je celd rovina, tak roviny s totozné (ozn. o = f3,

Obr. 1.10c).
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vl g

a) b) c)

Obr. 1.10: Vzajomna poloha dvoch rovin

Veta 1.5. Uvazujme dve roviny o a 3, ktorjch normdlove vektory si 7, a 7ig. Potom

e roviny o a [ su roznobeiné, ak ni, # kiig (resp. Tiq X fig # 0) a anfB+ga,
(roviny sa pretinaji v priamke p, t.j. anf=p)

e roviny o a [3 su rovnobezn€ rozne, ak i, = kiig (resp. g xg=0) a anf =g,

e roviny o a 3 si totozin€, ak 1o = kiig (resp. fiq X ig =0) a anf+w.

Veta 1.6. Vzdialenost bodu A =[x1, y1, z1] od roviny a: ax+by+cz+d =0 vypocitame podla
vzorca

axy + by + ez + d|

@4, o) Va?+ b2+ c?

(1.36)

Priklad 1.8. Napisme vSeobecni rovnicu, parametrické rovnice a dsekovy tvar rovnice roviny
a, ktord prechadza bodmi A=[1,0,2], B=[2,-1,3], C=[3,2,5].

RieSenie. Oznadime i = AB = B A = (1,-1,1) a o= AC=C-A-= (2,2, 3). Vektorovy
stcin tychto vektorov #,¥ je rovny normalovému vektoru 7, roviny «. Plati

J L
1 =-bi—j7+4k=(-5,-1,4).

W = T

3
o
Il
N
X
S
Il
N — o~

Do vseobecnej rovnice roviny (1.27) dosadime normalovy vektor 7i,, = (=5, -1, 4) a strad-
nice Tubovolného bodu leziaceho v rovine, napriklad stradnice bodu A. Plati

ax + by + cz + d = 0,

-5r - y + 4z + d = 0,

Aea: =51 - 10 + 4-2 + d = 0,
d = -3.

Vseobecné rovnica hladanej roviny je =5z -y + 42z -3 =0 a po Uprave ma tvar
a: dbr+y—-4z+3=0.

Parametrické rovnice roviny dostaneme dosadenim do rovnic (1.29)

r = x1 + uit + V18, r = 1 + t + 2s,
y = y1 + ust + V9§, = y = -t + 2s,
z = 21 + wust +  wss, z = 2 + t + 3s,

t,seR t, seR.
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Usekovy tvar rovnice roviny ziskame tipravou zo vseobecnej rovnice roviny

S5+ y - 4z = -3, [:(-3)
5 1 4
—z + —y - —z = 1,
-3 -3 -3
x Y z
— + = + < =1
3 3 )
-5 -3 1

3 3
kde p:—g,q=—3,r:1.

Priklad 1.9. Vypocitajme uhol roviny « s rovinou 3, ak «: 2x-y+2z-1=0, f: x—2+3=0.

RieSenie. Ozna¢ime normélové vektory rovin «,f, t.j. no = (2,-1,2), ng = (1,0,-1).
Dosadenim do vzorca pre uhol dvoch rovin (1.35)

|ﬁa . ﬁg | B |a1ag + blbg + 0102|

|Tia |- |7ig] a2+ 02+ 2 SR+

CoSp =

dostaneme
|2-0-2

V22 + (-1)2+22.\/12+ 02 + (-1)2 -

cosp =

Roviny st na seba kolmé.

Priklad 1.10. Vypocitajme

a) vzdialenost bodu A =[3,-1,6] od roviny p: 3x +4y+2z-10=0,

b) vzdialenost dvoch rovnobeingch rovin o : 3z -2y +62-7=0, : 3x -2y +62-35=0.
Riesenie.

a) Ak do vzorca pre vzdialenost bodu od roviny (1.36)

lazy + by1 + cz1 +d
Va2 +b%+c?

dosadime stradnice bodu A = [x1, y1, 21 | =[3, -1, 6 ] a normalovy vektor roviny

d(A, p) =

n,=(a,b,c)=(3,4,2), dostaneme

laxy +bys +czi+d|  [3-3+4-(-1)+2-6-10] 7
Va? + b2+ c? 32 +42 422 V29

d(A, p) =

b) Vzdialenost dvoch rovnobeznych rovin o, 8 uréime pomocou vzorca pre vzdialenost bodu
od roviny (1.36). Zvolime v jednej z rovin Tubovolny bod a vypocitame jeho vzdialenost
od druhej roviny. Tato vzdialenost sa rovna vzdialenosti dvoch rovnobeznych rovin.

Zvolme, napriklad v rovine a bod C' a vypocitame jeho vzdialenost od roviny 3. Bod
C =[x1, y1, 21 | ndjdeme tak, ze zvolime dve jeho suradnice a tretiu dopoc¢itame. Nech
y1 =1, z1 = 0. Rovnica roviny « je

a:3r-2y+62-7=0.
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Kedze C € a, plati
311 -2-1+6-0-7=0 =z = 3.

Bod C mé stradnice C' =[3, 1, 0]. Jeho vzdialenost od roviny /3 vypoc¢itame dosadenim
do vzorca (1.36)

laxy +byr +cz1+d|  [3-3-2-1+6-0-35] 28 _4
Va?+b%+c? V32 + (-2)2 + 62 V49

Pretoze roviny «, (8 st rovnobezné, kazdy bod roviny «, méa rovnaku vzdialenost od
roviny (. Plati

d(Ca B) =

d(a, B) = d(C, B) = 4.

Priklad 1.11. Uréme vzdjomni polohu dvoch rovin o a 3, ak

a: 2x-3y—-2+10=0, B: x=6+5t+2s,
y=2+t+s,
z=13+Tt+s, t,seR.

Riesenie. Najprv uréime normalové vektory rovin v a (3
na=(2,-3,-1), ng=uxv, kde a=(51,7), 1=(2,1,1).
Plati

= —6i+9j + 3k.

St

sy

Il

S

X

S

Il
NI, SN
— =l
— =g 3

Kedze fiq = (2, -3, -1), 5= (-6, 9, 3
alebo totozné.

~—

, plati 7ig = -3-7, a teda roviny moézu byt rovnobezné

Stac¢i uz len zistit, ¢i nejaky bod B, ktory lezi v rovine f3, lezi aj v rovine a (totozné roviny),
alebo v danej rovine nelezi (rovnobezné roviny). Za bod B € 8 mdzeme volit napriklad bod
B =16, 2, 13]. Dosadenim jeho stradnic do rovnice roviny «

oa: 20-3y-2z+10=0
dostaneme
2:6-3-2-13+10=3=+0.
Bod B nelezi v rovine « a teda roviny « a ( st rovnobezné.
Priklad 1.12. Uréme vzdajomni polohu troch rovin o, 3, ~v ak
a:3x+y+2-12=0, [:2x+3y+2-11=0, ~v:x-2y+2z-3=0.

Riesenie. Vzajomnu polohu troch rovin zistime rieSenim ststavy linedrnych rovnic

3x + y + z = 12,
2 + 3y + z = 11,
xr - 2y + z = 3.

Ststavu mozeme riesit napriklad pomocou Gaussovej elimina¢nej metddy.
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3 011 |12) = 1 -2 1] 3
2 3 1 |11 ~l2 31 |11 ] /-2R ~
1 21| 3) = 3 11 [12) /-3R,
1 -2 1|3 1 -2 1| 3
~[o 7 -1 15 ~fo 7 -1 5
0 7 -2 13) /-Ry 0 0 -1 |-2

Sustava linedrnych rovnic mé prave jedno riesenie x = 3, y = 1, z = 2. Roviny st réznobezné
a pretinaju sa v jedinom spolo¢nom bode P =[3, 1, 2].

Ulohy

1.41 Napiste vSeobecnt rovnicu roviny, ktora je uréend bodom A a normaélovym vektorom 7i,
ak

a) A=[0,0,0], n=(3,5,-1), b) A=[3,2,-4], n=(2,0,7).

1.42 NapiSte vSeobecnt rovnicu roviny, ktord prechddza bodom A = [1,1,4] a je kolméa
na priamku x = -1+2t, y=8-5¢t, z=4t, teR.

1.43 NapiSte vSeobecntl rovnicu roviny, ktord prechddza bodom A =[4, -1, 2] a je kolma na
a) os og, b) os oy, c) 0s 0.

Znézornite tieto roviny v pravouhlej stiradnicovej ststave.

1.44 SG dané body A = [0,-1,3], B =[1, 3,5]. Napiste vSeobecnt rovnicu roviny, ktora

prechadza bodom A a je kolmé na vektor AB.

1.45 Napiste vSeobecni rovnicu a parametrické rovnice roviny, ktora prechadza bodmi M, N
rovnobezne s vektorom d, ak

a)M=[3a47_2]7 N=[27370]7 a=(072)1)a
b) M=[1,-2,-1], N=[4,1,1], a=(5,3,4).

1.46 Napiste vSeobecnt rovnicu roviny, ktord prechadza bodmi K =[4,0,-2], L=[5,1,7]
a je rovnobezna s osou 0.

1.47 Napiste vSeobecnu rovnicu roviny, ktord prechddza bodmi M =[1,2,2], N =[2,3,4]
a je rovnobeznd s osou oy.

1.48 Napiste vSeobecnt rovnicu roviny, ktoré prechadza bodom A rovnobeZne s vektormi i, v,
ak

a)A:[17472]7 ﬁ’:(27 _271)7 @:(37 _771)7
b)A:[37 _472]7 i=(1,-1,5), 9=(2,-513).

1.49 Napiste vSeobecnt rovnicu roviny, ktora prechadza bodmi

a) A=[0,0,0], B=[2,3,4], C=[-3,1,5],
b) K=[-1,0,2], L=[3,-3,1], M=[53,-1].
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1.50 Napiste vSeobecni rovnicu roviny, ktord prechadza bodmi A = [2,2,3], B =[1,0, 2]
a je kolmé na rovinu a: x -8y + 2z —-10=0.

1.51 NapiSte vSeobecni rovnicu roviny, ktord prechddza bodom M = [0, -2, 3] a osou o,.
Znéazornite ttto rovinu v pravouhlej stradnicovej stistave.

1.52 Napiste vSeobecnti rovnicu roviny, ktord prechddza bodom M = [-3, 1, -2] a osou o,.
Znazornite ttto rovinu v pravouhlej stradnicovej stistave.

1.53 Urcte tseky, ktoré vytina rovina a na jednotlivych stradnicovych osiach. Znazornite tato
rovinu v pravouhlej siradnicovej stistave.

a)a:2r+4y+2-4=0, b) a:2x-3y-z+12=0, c)a:x+32-6=0.

1.54 Napiste v8eobecnu rovnicu roviny, ktord prechddza bodom M =[7, -5, 1] a na stradni-
covych osiach vytina rovnaké kladné tuseky.

1.55 Vypocitajte objem stvorstena ohraniceného stiradnicovymi rovinami a rovinou
3x—6y+4z-24=0.

1.56 Napiste usekovy tvar rovnice roviny, ktora prechadza bodmi
a) A= [_17 8’ 0]7 B = [47 1’ 1]7 C= [27 _]-7 _1]7
b) K=[2,3,9], L=[0,-1,4], M=[10,5,1].

1.57 Vypocitajte uhol rovin p, o

a) p:\V2r+y-2-10=0, o:\2x-y-2=0,

b) p: 1lla -8y-72+6=0, o:42-10y+2z-5=0,
c)p:6x+2y—42+17=0, o0:92+3y-62-4=0,
d) p: 4z -5y+32-1=0, o:x-4y-2+9=0,

p: x=1+5+2t
e) y=-4-t, o:2x-5y-132+10=0.
z=-3+s—-t, s,teR,

1.58 Vypoéitajte uhol roviny = —y ++v2z-5=0 s rovinou R,..

1.59 Bod M = [-5, 16, 12] lezi v dvoch rovinéach, z ktorych jedna prechadza osou o,, druha
osou oy. Vypocitajte uhol tychto dvoch rovin.

1.60 Vypocitajte vzdialenost roviny 152 — 10y + 6z —190 = 0 od pociatku stiradnicovej sustavy.

1.61 Napiste vSeobecnt rovnicu roviny, ktord méa od pociatku stradnicovej sustavy vzdialenost
6 jednotiek a na stiradnicovych osiach vytina tseky, pre ktoré plati p:q:r=1:3:2.

1.62 Vypoditajte vzdialenost bodu A od roviny «, ak

a) A=[3,1,-1], a:22z+4y-202-45=0,

b) A=[4,3,-2], a:3z-y+52+1=0,

c) A=[3,-1,6], rovina o prechddza bodmi M =[1,-4,8], N=[3,-5,2], P=[7,0,4].



26 Kapitola 1. Zaklady analytickej geometrie v priestore

1.63 Napiste vSeobecnt rovnicu roviny, ktora je rovnobezna s rovinou z + 2y -2z +7 =0 a ma
od bodu A =[4, 3, -2 ] vzdialenost d = 7.

1.64 Napiste vSeobecnt rovnicu roviny, ktora je rovnobezné s rovinou 2z +y -4z +5=0 a mé
od bodu A =[1, 2, 0] vzdialenost d = v/21.

1.65 Vypoditajte vzdialenost dvoch rovnobeznych rovin

a)dx+3y-52-8=0, dx+3y-52+12=0,

b) 11z -2y -102+15=0, 1lx-2y-10z-45=0.

1.66 Vypocitajte objem kocky, ktorej dve protilahlé steny lezia v rovinach
a)2x+y—-22-6=0, dx+2y-42-30=0,
b) 2z -2y+2-1=0, 2x-2y+2z+5=0.

1.67 Na osi 0, urc¢te bod, ktory méa od roviny 6z + 2y + 3z — 12 = 0 vzdialenost d = 6.
1.68 Na osi o, urcte bod, ktory ma od roviny x + 2y — 2z — 2 = 0 vzdialenost d = 4.

1.69 Na osi o, uréte bod, ktory ma rovnaki vzdialenost od rovin z + 4y — 3z -2 =0,
or +2+8=0.

1.70 Na osi o, uréte bod, ktory ma rovnaka vzdialenost od bodu M =[2, -2, 6 ]
aodroviny x+y+2-2=0.

1.71 Urcte mnozinu vsetkych bodov rovnako vzdialenych od rovin
a)3x+2y-2+3=0, 3x+2y-2-1=0,

b) 4z +5y—-32-1=0, 8x+10y-62—-4=0.

1.72 Urc¢te mnozinu vsetkych bodov, ktoré maji od roviny

a) a: 2x-2y-2z-6=0 vzdialenost d =7,

b) 8: 3z - 6y — 2z + 14 = 0 vzdialenost d = 3.

1.73 Urcte vzajomnua polohu rovin «, 5, ak

a) a:x-2y+32-4=0, B:2x-3y+32-9=0,

B: z=2+t+3s,
b) a: 2x-3y-z+7=0, y=1+s,
z=8+2t+3s, t,seR,

B: x=2-t,
c) a: 12x-5y-4z+1=0, y=-t+s,
z=1+2t+4s, t,seR,

a: xr=-1-1t —2sq, B x=-3ty—4s9,
d) y=14+2t] + s, Yy =2-— 89,
z=2+s1, t1,81 €R, z =3+ 2ty + 359, to,59 €R.
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1.74 Uréte vzajomna polohu rovin ABC, DEF, ak

a)A:[17 1a1:|7 B:[27 1a3:|7 C:[_172>2]7 D:[Oa27 _Q]a E:[_17371]7
F=[-3,3, -3],

b) A=[0,0,1], B=[1,1,1], C=[2,2,2], D=[7,5,5], E=[4,3,3], FF=[5,4,4].

1.75 Urcte vzajomna polohu rovin «, 3, v , ak

a) a:5r+8y—-2-7=0, f:ax+2y+32-1=0, v:2x-3y+22-9=0,
b) a:2x-y+52-4=0, [:5x+2y—-132+23=0, ~v:3x-2+5=0,
c)a:x-4y—-2z+3=0, f:3x+y+2z-5=0, v:3x-12y-62+7=0,
d)a:x+y+2-6=0, B:2x+y+32-18=0, ~v:3zx+2y+42-12=0,
e) a:x+2y+32-10=0, [B:3x+6y+92+4=0, ~:5zx+10y+152-7=0.

1.76 Urcte cislo a tak, aby sa roviny «, 3, v pretinali, ak

a:r-3y+z2-2=0, frrx-y-z=0, v:ax-4y+2z+a=0.

1.77 Napiste vSeobecni rovnicu roviny, ktord prechadza bodmi A, B a priese¢nikom rovin
p, 0, w, ak

a) A=[0,0,0], B=[3,-2,4],

prx+2y+22z-3=0, 0:4x-2y-52-5=0, w: 6x-y+32-1=0,

b) A=[0,0,0], B=[7,1,2],

pix+2y+z2-5=0, 0:22+3y+2-1=0, w:2x+y+3z-11=0.

1.3 Priamka v priestore
Priamka v priestore moze byt ur¢ena viacerymi spdsobmi
e bodom a smerovym vektorom,
e dvoma roznymi bodmi,
e ako priesecnica dvoch rovin.
V nasledujtcej casti uvedieme najdolezitejSie tvary rovnice priamky.

Definicia 1.12. Ak je dany bod A = [xo, yo, 20 | priamky p a vektor § = (s1, s2, s3), ktory
uréuje smer priamky p, tzv. smerovy vektor, tak kazdy bod X = [x,vy, z] priamky p sphia
parametricke rovnice priamky

r = x9 + S1t,
Yy = Yo + SQt, (137)
z = 2zZy + sst,

kde parameter t € R.



