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Predhovor
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nak aj pre samostatnt pripravu studentov. V uc¢ebnom texte st uvedené podstatné teoretické
poznatky potrebné k rieseniu tuloh, rieSené priklady a tulohy na rieSenie tykajice sa linear-
nej algebry, funkcie jednej premennej a jej diferencialneho a integralneho poctu. V riesenych
prikladoch st vysvetlené rieSenia niektorych typickjch a doélezitych tloh. Obsah skript je do-
statoénym zakladom pre Stadium a tspesné absolvovanie predmetu Matematika I v 1. semestri
bakalarskeho studia.

Obom recenzentom doc. RNDr. Denise Oleksdkovej, PhD. a RNDr. Anne Grincovej, PhD.
dakujeme za désledné posudenie tejto uéebnej pomdcky. Ich cenné pripomienky, rady a odpo-
rucania prispeli k zvysSeniu kvality tejto publikacie.
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Kapitola 1

Linearna algebra

1.1 Pojem n-tice a operacie s n-ticami

Nech n je prirodzené ¢islo, n > 2. Usporiadant skupinu n redlnych cisel ay,ao,...,a, nazy-
vame n-ticou a ¢isla aq, as, . . . , a, nazyvame zlozkams alebo sturadnicami n-tice. Cislo a; je i-ta
stradnica n-tice a. Pouzivame oznacenie @ = (ay, ag, ..., a,).

Ak n = 2, hovorime o dvojici, pre n = 3 hovorime o trojici atd. Pre n-ticu pouzivame tiez

oznacenie n-¢lenny alebo n-zloZkovy vektor.

Dve n-tice @ = (a1, as,...,a,) a b= (by,ba,...,b,) povazujeme za sebe rovné a piseme @ = b,
aka; =b;prei=1,2,...,n,t.j. ag = b1, ag =ba, ..., an = by.
Siictom n-tic @ = (ay,az,...,a,) a b= (by,bs,...,b,) rozumieme n-ticu (aj + by, as + b, . . .,

an + by) a oznacujeme -
a+b= (a1 +b1,a2+b2,...,an+bn).

Existuje jedina n-tica T taka, ze @ = b+ 7. Tato n-ticu T nazyvame rozdielom n-tic @ a b

a oznacujeme T = a — b. Teda rozdielom n-tic @ = (a1,a2,...,a,) a b = (b1, be,...,b,) rozu-
mieme n-ticu (a; — by, as — bo, ..., a, — b,) a oznac¢ujeme

a—b= (a1 —bi,a9 —ba,...,ay —bn).
Sucinom n-tice a = (ay,ag, ..., ay,) s ¢islom a rozumieme n-ticu (aai, aay, ... ,aa,) a oznacu-
jeme

aa = (aay, aag, ..., qay).

Nulovou n-ticou rozumieme n-ticu 0 = (0,0,...,0). Je zrejmé, ze a + 0 = a.
Opacénou n-ticou k n-tici @ nazyvame n-ticu —a, pre ktort plati, ze a+ (—a) = 0. Je zrejmé, ze

—a = (—al, —ag, ..., —an).

Pre fubovolné n-tice @, b, ¢ a Tubovolné realne ¢isla a, 3 platia nasledujtice pravidla (vlastnosti

operacii s n-ticami).
1. @+ b= b+ a (komutativny zékon).
2. (@+0b)+c=a+ (b+7) (asociativny zakon).
3. Existuje jedina n-tica 7 takd, ze @ +7 = 0.

4. o(fa) = (af)a (asociativny zdkon).
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5. (a+ )3 = o1 + fa,
a(@+b) = aa + ab (distributivne zakony).

6. Rovnost aa = 0 plati vtedy a len vtedy, ak o = 0 alebo @ = 0.

1.2 Linearna kombinacia a linearna zavislost n-tic

Hovorime, ze n-tica @ je linedrnou kombindciou n-tic ay, as,. .. ,ax, ak existuju ¢isla aq, ag, ...,
oy, také, ze plati
a = o1ay + agas + - - + apag.

S pojmom linedrnej kombinacie tizko stuvisi pojem linearnej zavislosti, resp. linedrnej nezavis-
losti.

Hovorime, ze n-tice @y, as, ..., ax s linedrne zdvislé, ak existuja také ¢isla oy, ag, ..., oz,

z ktorych aspon jedno je rézne od nuly, Ze plati

a1a] + agag + -+ -+ agar = 0.

Ak n-tice ay, ao, ..., G nie su linearne zavislé, hovorime, ze s linedrne nezavislé. Teda n-tice
ai, as, ..., @ su linearne nezavislé, ak rovnost

a1a1 + aoag + -+ apag =0
nastava len pre a; = ag = -+ = ag = 0.
Veta 1.1. n-tice a1, as, ..., ap su linedrne zavislé vtedy a len vtedy, ak je niektord z nich
linearnou kombindciou ostatnych.
Priklad 1.1. Zistime, pre aké ¢isla x, y, z plati rovnost (2x +y,1+ 2,8 — x) = (0,2,4y + 2).

Riesenie.
7 podmienky rovnosti n-tic plati

20 +y=0, 14+2z=2 8S8—z=4y+=z
Z prvych dvoch rovnic vyjadrime y = —2x, z = 1 a dosadime do tretej rovnice. Dostaneme
8—xr=4-(—2z)+1,
Tx =-—T,

r =-—1.

Potom y = —2 - (—1) = 2. Trojice sa rovnaji pre . = —1, y =2, z = 1.

Priklad 1.2. Zistime, ¢i je n-tica @ linedrnou kombindciou n-tic b, ¢, ak

a) a=(1,-5), b= (2,-1),c=(1,1),
b) a=(1,1,-2), b= (2,0,1), ¢ = (—1,1,3).
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RieSenie.

a) Dvojica a je linedrnou kombinéaciou dvojic b, ¢ prave vtedy, ak existuju ¢isla g, ag také,

ze plati
a = a1b + asgt.

Po dosadeni dostaneme
(1,=5) = a1(2, 1) + aa(1,1),

(L,=5) = (201, —a1) + (a2, a2),
(1,-5) = (201 + ag, —a1 + a2).
7 definicie rovnosti n-tic vyplyva

1= 2aq + ag,
—5=—a1+ as.

Vyriesme stistavu linedarnych rovnic dosadzovacou metédou. Vyjadrime napr. z prvej rov-
nice ag = 1 — 2a; a dosadime do druhej. Dostaneme

—5=—a1+1—2ay,

3041 = 6,

o] = 2.
Potom ag =1 — 207 =1 —2-2 = —3. Ststava linedrnych rovnic ma prave jedno riesenie
a1 = 2, ag = —3. Dvojica @ je linearnou kombinéciou dvojic b, ¢ a plati @ = 2b — 3¢.

Trojica @ je linedrnou kombinaciou trojic b, ¢ prave vtedy, ak existuju ¢isla o, ag také,
ze plati
a = a1b+ ase.

Po dosadeni dostaneme
(1,1,-2) = @1(2,0,1) + aa(—1,1, 3),
(1,1,-2) = (2a1 — ag, a2, a1 + 3a2) .
7 definicie rovnosti n-tic vyplyva
1=2a1 — a9,
1= ag,

—2= a1+ 3as.

7 prvych dvoch rovnic dostaneme o = 1, g = 1. Dosadenim do tretej rovnice vyplyva
—2 # 4. Ststava nema rieSenie a teda @ nie je linedrnou kombinéciou trojic b, €.

Priklad 1.3. Zistime, ¢ su n-tice a, b, ¢ linedrne zdvisle.

a) a=(-1,3),b=(1,1),¢=(-5,3),

b) a=(1,0,0), b=(2,1,1), ¢ = (-1,3,2).
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RieSenie.

a)

Dvojice @, b, ¢ st linedrne zavislé, ak existuju ¢isla g, as, as také, ze aspon jedno je
rozne od nuly a plati
a1a + asb + age = 0.

Po dosadeni dostaneme
a1(—1,3) + as(1,1) + ag(—5,3) = (0,0),

(—a1,30) + (oo, a2) + (—bag, 3a3) = (0,0),
(—041 + ag — dag, 3a1 + as + 3az = (0, O).

7 definicie rovnosti n-tic vyplyva

—a1 4+ as —baz =0,
3aq1 + as + 3a3=0.

Ststavu rovnic mozeme riesit napriklad s¢itacou metédou. Odé¢itanim prvej rovnice od dru-
hej dostaneme
4daq +8a3 =0 = a3 = —2as.

7 prvej rovnice pre neznamu s plati
as = a1 + baz = —2a3 + dbag = 3as.

Ststava linedrnych rovnic mé nekonecne vela rieSeni. RieSenim je kazda usporiadand
trojica (—2as, 3as, a3), teda napriklad aj trojica (—2,3,1).

Nasli sme nenulovi trojicu &sel aq, aa, a3, ktora spliia podmienku a@ + aob + asé = 0
a teda dvojice @, b, € st linedrne zavislé.

Podobne ako v predchédzajtcej tlohe zistujeme, ¢i existuja ¢isla a1, ao, ag také, Ze aspon

jedno je rézne od nuly a plati

Q1@ + b + ase = 0.

Ak také ¢isla existuju, trojice a, b, ¢ st linedrne zavislé. V opac¢nom pripade st linedrne
nezavislé. Riesime rovnicu

a1(17 07 O) + a2(2> 1> 1) + (13(—1, 37 2) = (O> 07 0)7
(1,0,0) + (22, a9, a2) + (—as, 3as, 2a3) = (0,0,0),
(041 + 200 — a3, o 4 33, g + 203 = (0, 0, 0).
Z definicie rovnosti dvoch trojic dostaneme ststavu rovnic

a1 +2a3 — az=0,
ag +3a3 =0,
ag 4+ 2a3=0.

Jedinym rieSenim je trojica &isel (aq, a2, a3) = (0,0,0) a teda trojice @, b, ¢ su linedrne
nezavislé.
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Priklad 1.4. Ndjdime vsetky hodnoty A, pre ktoré moZno n-ticu © vyjadrit ako linearnu kom-
bindciu n-tic a, b, aka = (1,0,5), b= (2,3,-7), T = (3,6, \).

Riesenie.
Trojica ¥ je linearnou kombindaciou trojic a, b prave vtedy, ak existuju ¢isla aq, g také, ze plati
a1+ asb =T

Po dosadeni dostaneme
O[l(]., O? 5) + 0[2(27 37 _7) - (37 67 )‘)7

(ala 07 50[1) + (2(12, 30[2, —70[2) = (37 67 )‘)a
(Ckl + 2a9, 3ae, bap — 7042) = (3, 6, )\)

7 definicie rovnosti n-tic vyplyva

a1+ 209 =3,
3a2 = 6,
50[1 — 70[2 =\
Z prvych dvoch rovnic vyplyva oy = —1, as = 2. Po dosadeni z tretej rovnice dostaneme

A= —5—14 = —19. Trojica T = (3,6, \) je linedrnou kombinéciou trojic @, b pre A = —19
a plati
T = —a+ 2b.

Ulohy

V tlohéch 1.1 — 1.4 zistite, pre aké ¢isla x, y, z plati rovnost.
1.1 (3,3 —y,5) = (7 — 42,5 — 2y, 5 + 10)

1.2 (24 2,1 +2,3+2y) = (2,224 3,5)

13 (z+y,2—2,5,4—2x) = (32,1 +x,5,6)

14 (z+y—lLy+z,z2—x)=4,z—4,y+2)

V tlohé4ch 1.5 — 1.7 vypoditajte @+b, a—b, «-
1.5a=(2,7,3), b= (1,-50), a=—2

1.6 a=(-3,0,6), b=(-2,5,1), a=13
1.7a=(2,2,-1), b=(3,2,3), a=-
1.8 Dané st n-tice @ = (—4,-2,7, —1),
kombinaciu 2a + b — 4¢.

1.9 Dané su n-tice a = (4,3,—6), b = (2,5,1), ¢ = (—1,2,8). Utvorte linedrnu kombinaciu
la—2p+ ie

1.10 Dané st n-tice @ = (3, —4,1), b = (2,5,3). Vypoéitajte n-ticu , pre ktort plati

47 = 2a + 3b.

1.11 Dané st n-tice a = (1,2,3), b=(-1,0,2), ¢ = (2,-3,4). Vypoéitajte n-ticu Z, pre ktorta
plati 2(a—7)—-3(2b+7) = 2(c — 27).

ak

ol

=(-2,0,3,—-1), c=(—1,1,1,—1). Utvorte lineadrnu

V tlohach 1.12 — 1.19 zistite, ¢i st dané n-tice zavislé alebo nezavislé.
1.12a=(1,2,3), b= (3,6,9)
1.13a@=(2,-1,6), b= (—6,3,18)
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114 a=(2,-1,1), b= (1,0,1), e = (2,1,0)

1.15a@ = (1,0,1), b= (-3,2, 1),6:(2,1,3)

116 a = (1,-2,2), b= (3,-3,6), ¢ = (5,—2,0)

1.17a=(1,2,3,-1), b=(2,1,-1,3), c = ( 5,10, —6)

1.18 @ = (3,5,1,6), b= (0,0,0,0), ¢ = (1,—1,2,0)

1.19a=(1,1,1,1), b= (1,-1,-1,1), ¢= (1,-1,1,-1), d = (1,1, -1, 1)

V tlohéch 1.20 — 1.24 najdite vSetky hodnoty A € R, pre ktoré mozno n-ticu T vyjadrit ako

linearnu komblnacm n-tic @, b, ¢

1.20a = (2 3,5), b (3 7,8), c=(1,-6,1), T=(7,-2,A)
1.21a=(3,2,5), b=(2,4,7), ¢ = (5,6,\), == (1,3,5)
1.22a=(3,2,6), b (7 3,9), ¢=(5,1,3), T=(\2,5)
1.23a=(1,3 5)7 b=(2,-1,8), c=(—1,11,-1), == (8,3,
1.24a=(1,2,-1), b= (3,1,0), ¢=(2,3,5), T = (7,\,—1)

1.3 Matice

Nech m a n st dve prirodzené ¢isla. Schému m - n &isel zostavent do m riadkov a n stipcov
nazyvame maticou o m riadkoch a n stlpcoch alebo maticou typu m x n. Pre maticu typu m xn
pouzivame oznacenie

aijl ai2 Aln

a1 a2 a2n
A = (aij)mn =

am1l  Am2 Gmn

Poznamka 1.1. Matice budeme oznacovat velkymi latinskymi pismenami A, B, C, . ..

Cisla a;j, i = 1,2,...,m, j = 1,2,...
poradie riadku, druhy index j poradie stipca.

Jednotlivé riadky matice A mozno chapaf ako n-tice ¢isel, napr. i-ty riadok (1 < i
chapeme ako n-ticu (a;1, ao, ..., aip).

Nulovou maticou nazyvame maticu 0, ktorej vSetky prvky s nulové, t.j.

, 1, nazyvame prokami matice A. Prvy index i oznacuje

IN

n)

0

0
0

0

0
0

0

0
0

0

Ak je matica A typu n xn, t.j. ma rovnaky pocet riadkov a stipcov, hovorime, ze A je stvorcovd

matica stupna n.

a1
a21

Gn1

a12
a22

an2

Aln
a2n
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Prvky ai11,a90, ..., G, teda prvky a; pre ¢ = 1,2,...,n, nazyvame prvky hlavnej diagondly
matice A.

Ak m # n, maticu nazyvame obdlZnikovou maticou.
Matica typu m x 1 sa nazyva stlpcovd matica.
Matica typu 1 X n sa nazyva riadkovd matica.

Stvorcova matica, ktorej vietky prvky neleziace na hlavnej diagonéle st rovné nule, sa nazyva
diagondlna matica.

Diagonalna matica

1 0 . 0
0 1 . 0

E = . )
0 0 1

ktorej prvky hlavnej diagondly st jednotky, sa nazyva jednotkovou maticou.

Nech matica A je matica typu m x n. Maticu

ail a1 oo Aml
AT alpg a2 ... Qm2
Alp  A2n ... Gmn

(typu n x m) nazyvame transponovanou maticou k matici A. Ako je vidiet, i-ty riadok matice
AT je rovny i-temu stlpcu matice A, i = 1,2,...,n, a j-ty stlpec matice AT je rovny j-temu
riadku matice A, j =1,2,...,m.
1.4 Operacie s maticami
Dve matice A a B sa rovnaju, ak su rovnakého typu m x n a plati
aj; =by; prei=1,2,3,...m, j=1,2,3,...n.
Piseme A = B.
Stuctom dvoch matic A a B rovnakého typu m x n rozumieme maticu C typu m x n, ak plati
cij = ajj +bi;, preit=1,2,3,....m, j=1,2,3,...,n.
Piseme C = A + B.
Sucinom matice A typu m X n s ¢islom « rozumieme maticu C typu m X n, ak plati
cij =a-a;, pret=1,2,3,....,m, j=1,2,3,...,n.
Piseme C =« - A.
Poznamka 1.2. Maticu (—1) - A oznacujeme —A a nazgvame ju opacnd matica k matici A.

Poznamka 1.3. Sucet A+ (—1) - B = A — B nazyvame rozdiel matice A a matice B.
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Nech matica A je typu m X n a matica B typu n x r. Siucinom matic A - B (v danom
poradi) rozumieme maticu C typu m x r, kde

n
Cij = ainbyy + igboj + -+ + inbnj = > airby;
k=1

pre 1 =1,2,3,...,m, 7 =1,2,3,...,r. Prvok ¢;; ziskame ako stcet sucinov sebe zodpoveda-
jtcich prvkov i-teho riadku matice A a j-teho stlpca matice B. Piseme C = A - B.

7Z definicie st¢inu A - B je zrejmé, Ze pocet stlpcov matice A musi byt rovny poétu riadkov
matice B. Ak je m # r, tak su¢in B - A neexistuje. Su¢in matic nie je komutativny, t.j. vo vSe-
obecnosti neplati A- B =B - A.

Pre Iubovolné matice A, B, C typu m x n a lubovolné reélne ¢isla «, 3 platia pravidla (vlast-
nosti operacii s maticami).

1. A+ B = B + A (komutativny zdkon pre stucet),

2. (A+B)+C = A+ (B + C) (asociativny zakon pre sucet),

3. a(BA) = (af)A (asociativny zdkon pre nasobenie matice s ¢islami),
4. (a+ p)A = aA + A (distributivny zakon),

5. a(A+ B) = aA + aB (distributivny zékon),

6. A+ 0= A, kde 0 je nulova matica typu m X n,

7. A+ (-1)A=0.

Nech A, B, C st matice a « je lubovolné reédlne ¢islo. Nasledujtce pravidlé platia za predpo-
kladu, ze uvedené operacie maju zmysel.

1. a(A-B) = (a#A) B = A - (aB),
2. (A-B)-C=A-(B-C),

3. (A+B)-C=A-C+B-C,

4. A (B+C)=A-B+A-C,

5. A-E=E-A=A,

6. A-0=0-A=0.

5 4 2 111
Priklad 1.5. Neech A= 3 1 -1 |,B=1| 2 0 1 |. Vypocitajme
2 -3 0 1 2 3

a) A+ B, b)—-4B, «¢)3B—2A.
Riesenie.

Matica A a matica B su rovnakého typu (typu 3 x 3), preto existuje stucet matic A + B
a 3B —2A.
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5 2 111 541 441 241
a) A+B=3 1 -1 |+[20 1 |=]3+2 140 —-1+1 |=
2 -3 0 12 3 241 —3+2 0+3
6 5 3
=5 10
3 -1 3
11 1 4 -4 4
b) 4B=-4.[2 01 |=| -8 0 -4
12 3 —4 -8 —12
111 5 4 2
¢)3B-24=3|201|-2[3 1 -1 |=
12 3 2 -3 0
33 3 10 8 4 -7 -5 —1
=l603|-( 6 2 —2]=| 0 -2
36 9 4 -6 0 -1 12 9

Priklad 1.6. Ndjdime maticu X, ktord splia rovnicu 3A —4X =0, ak A = ( _g ; )

a 0 je nulovd matica.
Riesenie.

Matice X a 0 musia byt rovnakého typu ako matica A, t.j. typu 2 x 2. Plati

(00 [ 711 212
0_<0 0)7X_<5C21 9U22>'

Riesime maticovt rovnicu 34 — 4X = 0. Po dosadeni dostaneme
-2 1 r11 12 o 0 0
s(5s)(mm)-(00)
—6 3 . 4.1’11 4:612 o 0 O
9 15 4%21 4:]322 o 0 0 ’

Z rovnosti matic vyplyvaju nasledujtice rovnice
—6 — 43311 = 0, 3 — 4.%12 = 0, 9— 4.%'21 = 0, 15 — 4%22 = 0,

odkial

11 — 9’ 12—47 21—47 22 — 4

Pre maticu X plati

NN IR
—_
*'k‘cnux\w
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3 5

Priklad 1.7. Nech A= | —1 2 ,B:<_;;_é>.meMMeC:AT—ﬂ1
—2

Riesenie.

-1 4
K matici A vytvorime transponovant maticu A7 = < g 9 _o )

Nasobenim matice B c¢islom 2 ziskame maticu 2B = ( _2 j B 181 )
Matice A7 a 2B st matice rovnakého typu 2 x 3, plati

AT (3 -1 4\ [ -2 4 4\ 5 =5 0
=4 23_(5 2 =2 6 4 -10 ) \ -1 -2 8 )°
Priklad 1.8. Vypoditajme sicin matic A - B a ak existuje, aj sucin B - A.

1 3 4 -1
sa-(23)m-(20)
3 2 -1

MA_<4—3 2»3— 1

RieSenie.

a) A a B st matice typu 2 x 2, pocet stipcov matice A je rovnaky ako pocet riadkov matice
B. Vysledna matica A - B bude typu 2 x 2. Plati

A.B— 13\ (4 -1 _ 1-4 + 3-2 1-(-1) + 3-0

o\ =7 2 2 0) \ (=74 + 2-2 (=7)-(-1) + 2-0
/10 -1
S\ -2 7 )
Sucin matic B - A existuje, teda

4 -1 1 3

(a0 ) (5 3) -
(1110
N 2 6 )

b) Matica A je typu 2 x 3, matica B typu 3 x 1, pocet stipcov matice A je rovnaky ako
pocet riadkov matice B. Vysledna matica A - B bude typu 2 x 1. Plati

5
ag_ (3 21N [ )35+ 214 (-1-4)_
4 -3 2 4.5 + (-3)-1 + 2.4

:<;§) 4

Matica B je typu 3 x 1, matica A typu 2 x 3, pocet stipcov matice B nie je rovnaky ako
pocet riadkov matice A, a teda sicin matic B - A neexistuje.
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1 2 3
Priklad 1.9. Vypocitajme A%, ak A= | -1 2 -1
3 =2 1
Riesenie.
1 2 1 2 3
A’=A- A= -1 2 -1 || -1 2 —-1|-=
3 =2 1 3 =2 1
1-24+9 24+4—-6 3—24+3 8 0 4
= -1-2-3 —2+44+2 -3-2-1 = -6 4 -6
3+2+3 6—4—2 94+2+1 8 0 12
Ulohy

V tlohéach 1.25 — 1.27 najdite transponovanii maticu k matici.

350
1.25 <i ; ? Z) 126 | 0 1 2 1.27
30 2

B~ =W N =

V tlohéch 1.28 — 1.29 vypocitajte, pre aké ¢isla x,y, z € R plati danéd rovnost.

Sr—2 7 (2447
128( -1 2—5y> a ( -1 y—l)

3 5¢ 2\ [ -3 4-2 2
1'29<11 32—5 4y>_<11 —4 8—7w>

1.30Vypoéitajte3A—i—2B,akA:(2 1 _1>’ B:<_2 1 0>.

01 —4 -3 2 2
) 4 2 1 1 1
1.31 Vypocitajte 2A —-3B,ak A= 3 1 -1 |, B=| 2 0 1
2 -3 0 1 2 3
1 -1 2 0
vrg s 1 _ _
1.32 Vypocitajte A — 5B, ak A ( 3 9 ) , B ( 6 _3 > .

1.33 Vypocitajte 2A — 4B, ak A = (

|
NI =
oI N[
N——
I
VN
|
DO =
[
Wl N
N——

1.34 Vypocitajte 3A + %B, ak A = (

1 0 4 3 2
1.35 Vypocitajte B — 2AT ak A = < > , B=| -4 5
2 -3 -1
10
8 3 2 1
1.36 Vypodcitajte BT — %AT, ak A=|0 -2 ], B=|T7 -3 |.
4 5

6 11

a0 ot
[
=N
|
|
~_—
Il
VN
[
[N
—
ot Ot
|
|
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1.37 Vypodéitajte maticu X, ktora spliia podmienku 34 4+ 2X = 0, ak 0 je nulova matica

-2 4
aA:<1 0).

1.38 Vypocitajte maticu X, ktora spliia podmienku 3A —2X = E, ak E je jednotkova matica

3 =2 2
a A= 2 1 4
-4 2 =3

V dlohach 1.39 — 1.60 vypocitajte sticin matic.

3 3
139 (1 2 1)-| 2 140 [ 2 |- (1 2 1)
1 1
13 42 1
01
-2 1 -1 2 3 2
1.41 11 9 3 5 1.42(;§ (21>
12 21 ~1
3 -2 3 4 2 -3 9 -6
143(5—4)'(2 5) 144(4—6)'(6—4)
1 2 5 1
i1 1 2 20 21
1.45( §2>-< 31> 1.46( §1>-(38>
“3 3 -5 1 1 1 4 2
13 2 1
1.47(%3?) 1 4 1.48<§_f ?) 4 6
2 2 0 —4
-9 3 1
1 0 -3 2 T 31 1 Tl
149( 4)- -1 3 150( 7) 2 -2
. 3 3 : 1 7
s _3 _9 4 5 0 -1
2 2 1 3 7 4 14
1 -3 2 2 5 6 5 8 —4 3 25
151 [ 3 —4 1 25 152 6 9 —5 4 -1 3
2 -5 1 13 2 4 7 -3 9 6 5
6
50 2 3 2 3
1.53(41 5 3 _i 154 | 1 1 <_f§?_;>
31 -1 2 3 -
4
1 0 -3 4 ;i
1.55 -1 =3 0 -
-2 1 8 -1 - g
1 -1 -1 1 2 3
156 [ -2 2 2 -2 -4 —6
4 -4 —4 36 9
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3 4 =2
(31,

1.58 < 3

[\]

[N
~_
7N

— =

|

— =
~ NN
M = O 00
|

- O

|

(G2 N
"

00 1 .

112 4
159 [, ; i_l <1>

3 3 4

121 2 0 1 2 -3
1.60 2 1 0 1 2 1 2

3 2 1 11 3 -3 1

V tlohach 1.61 — 1.63 vypocitajte A+ B a A- B, ak

4 =2 3 4
vora- (1) (20

5 1 —2 31 2
162A=| 71 -3 |, B=|2 2 1
32 0 1 3 3
101 2 1 -1 1 -1
2 1 0 1 -1 1 -1 1
1.63A=13 541 1| B= 1 -1 1 -1
1120 -1 1 -1 1

1 2 4 2
voia- (1) mo( 1)

111 75 3
165A=|01 1], B=|075
00 1 00 7
1 -3 4 102
166 A=(1 -1 4|, B= 31
2 2 =2 -1 40
-3 7 2 1 1
1.67 Vypocitajte B+ A- B, ak A = 5 -1 L |, B= 1 3
0 1 _% 2 =3 4
5 4 10 b=l
1.68Vypoéitajte%A—l—A-B,akA:<0 . _2>, B = 3 0 —4
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1.69 Vypocitajte A%, ak A = ( il)) f ) .

1.70 Vypocitajte A2 — 3B, ak A = (

-9 5 3
12 2
1.72 Vypocéitajte B?, ak B=| 3 3
35
1 4 -1 —2 4 4
1.73 Vypoéitajte C2 —D?*, akC=| -4 —4 0 |, D=| -3 4 4
0 2 —4 2 6 —2
-2 31 —4 4 3
1.74 Vypodéitajte (A — B)?, ak A = 4 15|, B= 4 5 7
7 -9 4 5 -8 6

1.5 Hodnost matice

Definicia 1.1 Nech A je matica typu m x n. Hodnostou matice A rozumieme c¢islo h(A) také,
Ze

e v matici existuje h linedrne nezavislych riadkov,
e kazdych h + 1 riadkov je linedrne zavislych.
Ak vsetkych m riadkov je linedrne nezavislych, tak h(A) = m.

Zjednodusene mozeme povedat, ze hodnost matice je maximalny pocet linedrne nezavislych
riadkov.

Ak ma matica m riadkov, mo6ze mat hodnost najviac m, t.j. h(A) < m. Ak h(A) = m,
vSetky riadky matice A st linearne nezavislé.

Ur¢it hodnost matice podla definicie je vSak komplikované, preto ukédzeme iny sposob urco-
vania hodnosti. Najprv vSak uvedieme niekolko tprav matic, ktoré nemenia jej hodnost, tzv.
elementdrne riadkové operdcie.

Hodnost matice sa nezmeni, ak
e vzajomne vymenime dva riadky matice,
e vynasobime Iubovolny riadok nenulovym ¢islom,

e pripoc¢itame k niektorému riadku linedrnu kombindciu ostatnych riadkov (Specidlne, ak
pripo¢itame lubovolny nasobok niektorého riadku k inému riadku),

e pridame alebo vynechame riadok, ktory je linearnou kombinaciou ostatnych riadkov.
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Definicia 1.2 Howvorime, Ze matice A = (aij)mn @ B = (bij)mn st riadkovo ekvivalentné,
ak maticu B mozno dostat z matice A pomocou koneéného poctu elementdrnych riadkovych
operdcii.

Definicia 1.3 Hovorime, Ze matica A = (aij)m.n je stupriovitd matica (matica s ustupujicimi
hlavngmi prokami), ak si splnené podmienky

o pre kazdé i, j také, Ze j <i,1 <i<m,1<j <mn, plati a;; =0, t.j. vsetky proky matice
leZiace pod hlavnou diagondlou si nulove,

o pre kazdé i, 1 <i < m — 1 plati: ak a;; je prvy nenulovy prvok (v smere zlava doprava)
v i-tom riadku (tzv. vedici prvok i-teho riadku), tak pre kazdé k také, Ze i +1 < k < m,
plati ap; = 0, t.j. pod kaZdym vedicim prvkom leZia iba nuly.

Pri praktickom zistovani hodnosti matice A postupujeme tak, Ze elementarnymi pravami,
ktoré nemenia hodnost matice upravime maticu A na stupriovity tvar, t.j. v upravenej matici
pod hlavnou diagonalou budt nulové prvky

aij; a2 a3 ... A ... Qin
0 azy a3 ... a9 ... QAa9n
0 0 aszs ... Qagzg ... Qa3p
0 0 0 ... agp ... Ggn

Veta 1.2. Hodnost matice je rovnd poctu nenulovyjch riadkov riadkovo ekvivalentnej stupriovitej
matice.

1 3 5 -1

) o ) ) 2 -1 -3 4
Priklad 1.10. Vypocitajme hodnost matice A = 5 1 —1 7
7 7 9 1

Riesenie.
Elementarnymi tpravami, ktoré nemenia hodnost matice, upravime maticu A na stupnovity
tvar. Dostaneme

1 3 5 -1 1 3 5 -1
2 -1 -3 4| /-2R; 0 -7 —-13 6
5 1 -1 7| /=5R T | 0 —14 —26 12 | /—2R,
7 7 9 1) /-7R 0 —14 —26 8 /) /—2R,
1 3 5 -1 1 3 5 -1
0 -7 —-13 6 0 -7 —-13 6
"o o o ofl="o0o o o0 -4
0o 0 0 -4/ = 0O 0 0 0

Hodnost matice A je rovna poc¢tu nenulovych riadkov riadkovo ekvivalentnej stupiiovitej ma-
tice, teda h(A) = 3.
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Priklad 1.11. Vypocitajme hodnost matice A =

W N~ N
W NN W
U DN —
D W S Wt

Riesenie.
Elementarnymi tpravami upravime maticu A na stupriovity tvar. Aby sme ziskali na mieste
prvku ap; jednotku, vymenime navzajom 1. a 2. riadok.

2 3 4 5\ = 1 2 1 6
1 21 6| = 2 3 4 5| /-2R
2 2 2 3 1 2 2 2 3| /-2R
3 3 5 2 3 3 5 2/) /-3R
1 2 1 6 1 2 1 6
foaa o1 o2 oa| (12l
0 -2 0 -9 | /—2R, 0 0 —4 5 0 0 4 s
0 —3 2 —16 )/ /—3Ry 0 0 —4 5

Hodnost matice A je rovna poc¢tu nenulovych riadkov riadkovo ekvivalentnej stuptiovite] ma-
tice, teda h(A) = 3.

© 0o

Priklad 1.12. Vypocitajme hodnost matice A =

=W N
~J O Ot
)

Riesenie.
Ziadny prvok matice nie je rovny jednotke. Na ziskanie jednotkového prvku vyuzijeme elemen-

tédrne upravy, ktoré nemenia hodnost matice. Nasledne maticu A upravime na stuptiovity tvar.
Dostaneme

2 5 8 2 5 8 = 11 1
3 6 9 /—R1 ~| 1 1 1 = ~12 5 8 / —2R; ~
4 7 10 / — 2Ry 0 -3 —6 0 -3 —6
11 1 111
~f 0 3 6 ~( 0 3 6
0 -3 —6 / + R 0 00
Hodnost matice A je h(A) = 2.
Priklad 1.13. Vypocitajme hodnost matice A, ak
3 5 6 —4
4 5 -2 3
A= 3 8 =24 19
2 2 4 3

RieSenie.

Podobne ako v predchadzajicom priklade, vhodnou tpravou ziskame jednotkovy prvok a vy-
menou riadkov ho umiestnime na miesto prvku a;;. Maticu A upravime nasledovne.



23

Kapitola 1. Linearna algebra

-24 19

3 8

19

—24

3 8

—25 /5
-2
—11

-8
0 5 30
0

0 8
0 2 20

10

/ — 3R,
/ — 3Ry
/— 2R,

7
—4
19
3

-8
6
—24
4

3 8
2

8
6

—48 38
8

o — O O S —H O O
— O O O — o O O
(\ (\
K K
NI\ [he)
R &
0 AN Ne
(. +
~ ~
754 ~ 0 -

-8
6
0
20 —11

10
1
8
2

0
0
0

8
6
8
—48 38

0 0

V matici upravenej na stupniovity tvar s $tyri nenulové riadky, teda h(A) = 4.

Ulohy

V tlohéach 1.75 — 1.100 ur¢te hodnost matice.

1.75 (

M O D

A 1O 0

— <t I~

o N
® ®
L L
/-~
™M 10O AN
~
— = ™M 10 b=
— O N — AN <t
A AN AN <t ™M
(=] Lo
~ ©
L L
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